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Wstep do réwnan rézniczkowych, studia I stopnia

Znalez¢ (i narysowaé przykladowe) rozwiazania ogélne rownania y' = 2.

Znalez¢ wszystkie (i narysowaé przykladowe) rozwiazania réwnania y' + 3v/y? = 0,
(Czy spehione sa tu zalozenia twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci?).

Sprawdzié¢, ze funkcja y = xv/4 — 22, x € (0,2) jest rozwigzaniem réwnania

2_g4 . ;.. . . . , : .
Yy = % i wykazaé, ze jest to jedyne rozwiazanie tego rownania spetniajace waru-

nek y(1) = /3.

Rozwigz réwnanie: y' = 2222 z(1) = e.

.« , . 2 2
Rozwigz rownanie: o/ = #2249 (—1) = 0.

. W tarcze whbija sie pocisk o masie m z predkoscia poczatkows vg. Sita oporu tarczy

jest proporcjonalna do kwadratu predkosci: F' = —bv?. Na jaka glebokosé whije sie
pocisk i po jakim czasie si¢ zatrzyma?

Zmalez¢ rozigzania nastepujacych réwnan spetiajace zadane warunki:

1 16
¥ =— , lim z(t) = —W,
t?cosx t—00 3
/ eV —1 .
Yy =—,—, Yy ograniczona przy t— oo.
ey
Rozwiaz

v = -yt +y?)
Y =z tyla® +y7)

Rozwazmy wykresy rozwiazan rownania =’ = p(t)x + ¢(t) 1 wezZmy styczne do tych
wykreséw w punktach (¢, z), gdzie © € R nalezy do wykresu. Wykazaé, ze wszystkie
te styczne przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwiaz réwnanie: 3’ + y tgx = sin 2z.

Rozwigz réwnanie: y' + 2$—y = 42y, /y.

Rozwigz réwnanie: o/ — 2tz + %j =0, z(0) = 1.

Rozwiaz réwnanie: (y?sinx + 2zy)dz + (2y — ycosz + 1)dy = 0, (u(y) = i)
Rozwiaz rownanie: (2In(y — ) — £ )dw + (% + 5,.)dy = 0, (u(x) = 2).

Rozwiaz réwnanie: €2 — 2% + 2% = 0, (u(t) = e ).

Rozwigz réwnanie: 1 + 32%siny — xctgy% =0,y(1) =72, (uly) — =)

siny

Rozwiaz réwnanie: 2z tgy + (2 — 2sin y)% =0, (u(y) = cosy).
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Rozwiaz réwnanie (3y* — z)dx + (2y® — 6xy)dy = 0 znajdujac najpierw czynnik
catkujacy postaci p = p(z + %), (W2, y) = rop)-

Zmalez¢ wszystkie rozwigzania rownania:

=20 —4y+1
y = —x—5y

Zmalez¢ wszystkie rozwigzania rownania:

¥ =b5x+4y+é
y =4z +5y+1

Zmalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania:

¥=x—-2y+3
y=z—y+1

Zmalez¢ wszystkie rozwiazania rownania:

¥ =-y

y' = x + cos(?)
Rozwiaz réwnanie 2" — o = t> —t + 1.

sint
cos?t”

Rozwigz réwnanie ™ + 2’ =
Rozwazy¢ rownanie wahadta z tarciem
"+ k' +0?r =0, w>0.

Przy jakich wartosciach statej k rozwiazania daza do zera przy t — oo (to znaczy
kiedy zaobserwujemy drgania gasnace)?

Znalezé rozwigzanie réwnania x” + tx' + x = 0 w postaci szeregu potegowego w
otoczeniu punktu £y = 0.

s . . ’ . 7 3t ’ 1 o .
Znalez¢ rozwigzanie rownania " + 17552 + 53¢ = 0 w postaci szeregu potegowego
w otoczeniu punktu ¢y = 0.

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci 2’ = 0, z(0) = x¢. Narysuj kilka
przyktadowych rozwiagzan. Dla podanego réwnania rozwaz odpowiedni uktad dyna-
miczny i narysuj jego portret fazowy.

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci 2’ = 1, z(0) = xo. Narysuj kilka
przyktadowych rozwiagzan. Dla podanego réwnania rozwaz odpowiedni uktad dyna-
miczny i narysuj jego portret fazowy.

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci ' = x, £(0) = xo. Narysuj kilka
przyktadowych rozwigzan. Dla podanego réwnania rozwaz odpowiedni uktad dyna-
miczny i narysuj jego portret fazowy.



32.

33.

34.

35.

Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci ' = 1 — z, x(0) = xy. Narysuyj
kilka przyktadowych rozwigzan. Dla podanego rownania rozwaz odpowiedni uktad
dynamiczny i narysuj jego portret fazowy.

Niech x(t) oznacza liczbe komoérek nowotworowych w czasie t i niech z(0) = 0.
Zatozmy, ze wszystkich zdrowych komoérek w organizmie jest K oraz, ze komorka
nowotworowa powstaje w miejsce komérki zdrowej. Zatem, jesli powstaje jedna ko-
morka nowotworowa, to jedna komoérka zdrowa umiera. Tepo wzrostu komérek no-
wotworowych opisuje réwnanie:

(K? — 2?)
x4+ 1322 + 36

z'(t) =
Skomentuj ponizsze zdania (odpowiedZ uzasadnij):

e warunek poczatkowy x(5) = K + 1 jest sensowny;
e nastapi cofniecie sie choroby;

e pacjent ma szanse catkowicie wyzdrowie¢ (bez zadnej pomocy (na przyktad
medycznej) z zewnatrz);

e jedynym rozwiazaniem ograniczonym przy t — oo jest z(t) = K;
Rozwazmy réwnanie:
z(4 — 2?)
zt4+9

Skomentuj ponizsze zdania (odpowiedZ uzasadnij):

' (t) =

e rozwiazaniem ograniczonym przy t — oo jest x(t) = 31 z(t) = —3;
e rozwiazan ograniczonych przy ¢ — oo jest wiecej niz dwa (jesli tak to ile?);
e rozwigzan ograniczonych przy t — —oo jest nieskonczenie wiele;
Konieczno$¢ zaproponowania ekologicznie akceptowalnych strategii pozyskiwania

plonéw czy tez odtawiania wszelkich odnawialnych zasobow $rodowiska, jak zwie-
rzeta, w szczegolnosci ryby, rosliny, czy cokolwiek innego, nie podlega dyskus;ji.

Odtawainie znajduje odzwierciedlenie we wspétczynniku $miertelnosci, zatem jesli
nie jest nadmierne, populacja dostosowuje si¢ i lokuje si¢ w nowym stanie réwnowagi
(ktory jest réwnowazny statej liczbie osobnikéw).

Niech z(t) oznacza licznosé populacji wielorybéw w chwili ¢, oczywiscie z(t) > 0.
Rozwazmy model, w ktéorym $miertelnos¢ jest zwiekszona w wyniku odtawiania:

2 (t) = rao(t) (1 - x}?) — Bx(t),

gdzie r, K, E > 0 sa ustalone i r jest wpotczynnikiem $mirtelnosci, K pojemnoscia
srodowiska, zag E mierzy naklad pracy potrzebny do odlawiania i tym samym Fz(t)
oznacza wydajnos¢ odlawiania.

Przeanalizuj powyzszy model (rozwazajac odpowiednie przypadki). Nastepnie, uza-
sadniajac, odpowiedz na pytania:

e dla jakich watosci r i F mamy jeden, a dla jakich dwa stany stacjonarne?
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e kiedy odlawiany gatunek wymiera (dla jakich parametréw)?

e kiedy odlawiany gatunek bedzie dazyt do nowego stanu rownawagi mniejszego
od pojemnoséci srodowiska K7

Rozwiaz réwnanie

U = Py
u(z,0) = u(x,m) =0
u(0,t) = cos £t, u,(0,t) = cos Lt

Rozwiaz réwnanie

Pty = Uy
u(0,t) = u(m,t) =0
u(z,0) =sinbz, u(x,0) =sin13x

Rozwiaz réwnanie falowe z warunkami Dirichleta i Neumana na brzegu odcinka [0, ]
i warunkiem poczatkowym:

U = Uy, + f (x) , dla (z,t) € (0,1) x (0, +00)
u(0,t) =u(l,t) =0, dlate[0+oo)
u(z,0) =u (2,0) =0, dla xz € (0,1)

Rozwiaz rownanie przewodnictwa cieplnego z warunkiem Dirichleta na brzegu od-
cinka [0, 7] 1 warunkiem poczatkowym:

Up = Ugy , dla (z,t) € (0,7) x (0,400)
uw(0,t) =u(mt) =0, dlat € [0,+00)
u(x,0)=¢(z) , dlax e (0,7)

Rozwiaz réwnanie Laplace’a
! p

Um;‘i‘uyy = 07 dla (x,y) € (Oap) X (073)
uz (0,y) =ug (p,y) =0, dlay € (0,s)
u(z,0)=A; wu(zx,s)= Bz, dlaz € (0,p)

Rozwiaz rownanie przewodnictwa cieplnego z warunkiem Dirichleta na brzegu od-
cinka [0, 1] i warunkiem poczatkowym:

Ug = Ugg , dla (x,t) € (0,1) x (0, +00)
uw(0,t) =u(1,t) =0, dlatE[O, 0)
u(z,0)=2%—x, dlaz € (0,1)

Rozwiaz rownanie przewodnictwa cieplnego z warunkiem Dirichleta na brzegu od-
cinka [0, 1] i warunkiem poczatkowym:

Uy = a*Uyy + 2, dla (z,t) € (0,7) x (0, +00)
Uy (0,1) = u, (m,t) =0, dlat € [0, +00)
u(z,0) =3+ cosdx, dlax € (0,7)



43. Rozwiaz rownanie
Ugg + Uyy = SINY
Uy (2,0) =u(x,m) =0
u(0,y) =2sin3y; u(2m,y)=0

44. Rozwigz rOwnanie
U = AUy + 25in %—7;
u(0,t) = u,(l,t) =0

u(z,0) = p(x), w(x,0)=0



