Stochastyczne réwnania rézniczkowe, studia II stopnia

Niech W; (ewentualnie W, W (t)), t > 0 oznacza proces Wienera oraz niech Wy = 0.
Niech W = (W, W2 ..., W") oznacza n-wymiarowy proces Wienera.

1. Pokazaé¢, ze dla ustalonego ¢ > 0 znienna losowa W; ma rozktad N(0,t) oraz, dla

ustalonych s,t > 0, cov(Ws, W;) = min {s, t}.

2. Dla kazdego n € N zmienna losowa X, przyjmuje wartosci n®? i 0 z prawdopo-
dobienstwami odpowiednio 1/n i 1 — 1/n, gdzie a > 1. Wykaz, ze X,, zbiega do 0

wedtug prawdopodobiefistwa, a nie zbiega do 0 w przestrzeni L?.

3. Dla kazdego n € N zmienna losowa X, przyjmuje wartosci 1/n i (—1/n), obie z
prawdopodobienstwem rownym % Zbadaj zbieznos¢ ciagu (X, )neny wedtug prawdo-

podobienistwa, prawie wszedzie i w przestrzeni L2.

4. Zbadaj zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa, prawie wszedzie, w L? ciagu (X, )nen,

jesli X,, ma rozktad jednostajny na przedziale (1 —1/n,1+ 1/n).

5. Dane sa ciagi (X,,) i (Y;,) zbiezne wgedtug prawdopodobiefistwa do X i Y odpowied-

nio. Wykazaé, ze (X, Y,,) zbiega wgedtug prawdopodobienstwa do XY .

6. Pokazac, ze proces Wienera jest sredniokwadratowo ciggly i nie jest sredniokwadra-

towo rozniczkowalny:.
7. Ustalmy b > 0. Dla dowolnej stalej rzeczywistej a wyznaczy¢ fé’ a dWy.

8. Ustalmy b > 0. Pokazaé, ze catka Ito: [ exp(W;) dW; istnieje.

9. Ustalmy T > 0. Skonstruowaé¢ kontrprzyktad pokazujacy, ze calka Ito6 nie posiada

nastepujacej wtasnosci:

T T
|/0 g dWy </0 g dW.

10. Ustalmy b > 0. Dla dowolnej stalej rzeczywistej a wyznaczy¢ be(Wt +a) dW;.

11. Korzystjac ze wzoru Ito, obliczy¢ rozniczke stochastycznag procesu:
t, .
A= exp(§) sin W;.

Sprawdzi¢, czy proces Az, t > 0 jest martyngatem.
12. Niech By (t) = E[W}], k € N, t > 0. Wykorzystujac wzoér Ito pokaz, ze

1

Br(t) = (k= 1) /Ot B a(s)ds, k> 2.

Nastepnie pokaz, ze E[W}!] = 3t* i znajdz E[W}].
13. Niech X (t) := [y W (s)ds. Pokaz, ze

Vieo E(X2(t) = ’f;
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Niech X (t) := [; W(s)ds. Pokaz, ze
A’tP
Viso E(exp(AX(t))) = exp 5

Niech X (t) := e "W (e*). Pokaz, ze

V_socsictoo E(X(1)X(s)) = eI,

Wykaz, ze jesli G, H € L*(0,T), to

E(/OTGdW /OTHdW> :E</OTGHdt>.

Pokaz, ze
/ W2dW = fW?’ / W .
Znalez¢ rozniczke stochastyczna procesu W'
Znalez¢ rézniczke stochastyczna procesu exp(W;).Jakie SRR spelnia ten proces?
Zmajdz rozniczke stochastyczna sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu.
Wykaz, ze proces
Y = exp [/OtgdW— 1/2/0tg2d5]

spetnia rownanie

dy = gYdWw.
Wykorzystj ten fakt i pokaz, ze

E lexp(/OngW)] = exp [1/2/0T92 ds] .

Niech u := u(z,t) bedzie rozwiazaniem réwnania

1

Wykaz, ze
E [u(W(t),t)] = u(0,0).

Niech X; = Xy + ;. a(s)ds+ [ b(s)dW,. Znalez¢ rozmiczke stochastyczng procesu Yy,
gdzie Y; = exp(X;). Jakie SRR spelnia proces Y;, jedli zalozymy, ze 2a(t) = —b*(¢)?
Jakie jest rozwigzanie SRR dY; = Y,dW,, Yo =1 .

Rozwiazaé stochastyczne rownanie rozniczkowe:

dX; = pXedt + odWy, t20, peR, o>0.

Znajdz EX;, Var X;.
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Znalezé d(cos Wy) oraz d(sin W;). Jaki uklad SRR i jakie wektorowe SRR spelnia
proces Y;, gdzie Y; = (cos W;, sin W;)T, zwany procesem Wienera na okregu jednost-
kowym?

Jakie wektorowe SRR spelnia proces Y;, gdzie Y; = (cos W, sin W;)1?

Niech dX; = m(t, X;)dt + o (t, X;)dW;. Podastawiajac Z; = F(t, X;) mozemy zamie-
ni¢ posta¢ réwnania na dZ; = my(t, Z;)dt + o1 (t, Z;)dW; (zakladamy, ze f jest Scisle
monotoniczna wzgledem x, ciagta, o ciagtych pochodnych czastkowych f,, f.. oraz
ft). Znalezé postaé my oraz oy. Dla jkiej funkcji f réwnanie redukuje sie do: oy := 1,
mq = 0.

Przypusémy, ze X; spelnia réwnanie:
t
X, =1+ / X,o(s)dW,.
0

Rozpatrujac f(X;) = InX; i korzystajac z reguty It6 wykazaé, ze X; dany jest

wzorem .

t
X = exp(/ o(s)dWs — 1/2/ o?(s)ds).
0 0
Niech X; spetnia SRR
dXt = Xt(m(t> + U(t)th), t> O,

gdzie m i o sa nielosowe. Pokaza¢, ze X; ma postac

X, = Xpexp( [ o)W, + [ gls)ds),
i znalez¢ postaé¢ funkcji g.
Pokaza¢, ze ogdlng postacig rozwigzania SRR
dX; = (a1(t) Xy + az(t))dt + b(t)dW,;
jest

t as(s) s + t b(s)

to exp(fy, ai(s)ds) to [, exp(ay(s)ds)

to

X, = expl " a1(s)ds) (Xto + dWs)> |

Rozwiaza¢ rownanie Langevina z szumem addytywnym

dXt == —(IXtdt + det; to =0.
Rozwiaza¢ rownanie liniowe z szumem addytywnym

2
dX, = <t+1Xt +b(1 + t)2> dt +b(1 +t)*dW;, Xo = 1.

Rozwiaza¢ SRR réwnanie liniowe z szumem addytywnym

b— X
dXt:Tittdt—i_thu ,O<t<T onl
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Rozwiaza¢ rownanie Langevina z szumem multiplikatywnym

dXt = —CLXtdt + bXtth, to =0.

Zmnalez¢ rozwiazania SRR

dX, = (ay ()X, + as(t))dt + (b(£) X, + bo(t))dW,.

Stosujac podstawienie X = u(W) rozwiaz SRR

dX = —Le=2Xdt 4 =X aW

Rozwigz SRR: dX = —Xdt + e tdW
Rozwiazaé¢ liniowe SRR z szumem multiplikatywnym

dXt = (U,Xt + C)dt + (bXt + d)th

Niech ¢ bedzie dodatnia, gtadka funkcja. Rozwiaz

dX = 10'(X)o(X)dt + o(X)dW

X(0)=0.
(Linear Boltzmann Machines) Rozwiaz dX = 0(y — X)dt + 27dW. Wyznacz EX,
Var X.

(Harmonic Oscillator) Niech X = (X!, X?) oznacza odpowiednio potozenie i pred-
kos¢ oscylatora. Rozwiaz rownanie:

dX =aX + < 2 > dw.
Rozwiaz réwnania:

e Stock Prices: Exponential Brownian Motion with Drift

dXt = ,uXtdt + UXtth;

Vasiceck( 1977) Interest rate model: OU Process

dXt = 06(0 — Xt)dt + O'th;
e Cox-ingersol-Ross (1985) Interest rate model

X, = a(6 — X,)dt + o1/ X,dW;:

Logistic Growth
dXt = CLXt(]_ - Xt/l{?)dt + bAXthVVt7

Logistic Growth II
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e Logistic Growth III

dX; = rXy(1 — X, /k)dt — srX2dW;;

e Gompertz Growth

k
dXt = [OéXt + TXt lOg (X)] dt + bXtth,

t
Wykorzystujac wzor [to zapisa¢ nastepujace procesy X w standardowej formie:
dX: = u(t;w)dt + v(t; w)dW,.

o X, = (;g% + %Wt)?), x > 0 jest ustalona liczba;
[ ] Xt = (Wt)z,
o X =W+ W2+ W3 (W?)? - WW?);

Niech ¢, a, ..., a,, € R. Niech

X, = exp [ct + zn:ai(Wf)] :

i=1
Zmajdz dX;.

Niech ay,...,a, € R. Rozwiaz SRR (This is a model for exponential growth with
several independent white noise sources in the relative growth rate)

dX; == rX,dt + X, [Z o de] .

i=1
Zmajdz dX;.
Niech

1
n . 2
R:=|W|= (Z(WZ)2> .
i=1
Wykaz, ze R jest rozwiazaniem stochastycznego rownania Bessela

Wi

dR =3 “dwi+ -
=1 R

¥ dt.

Pokaz, ze X = (cos W, sin W) jest rozwiazaniem uktadu SRR

dX' = —1X'dt — X2dW
dX?* = —Ix2a — x'aw.

Pokaz, ze jesli X = (X!, X?) jest jakimkolwiek innym rozwigzaniem, to |X| jest
staty.

Rozwiaz
dX! = dt + dW?t
dX? = X1dw?2.
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dX' = X2%dt + dW'!
dX? = X'dt + dW?2.

50. Rozwiaz

dX' = X?%dt + adW!
dX? = —X'dt + pdW?2.

(This is a model for a vibrating string subject to a stochastic force).

e | = oJoe o % e |

51. Rozwiaz



