Rownania Rézniczkowe, studia 11 stopnia

. Niech X bedzie przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (- | ). Wraz z réwna-
niem

¥ = A(t)z, (1)
gdzie A : (a,b) — L(X), rozwazmy réwnanie

y =—Alt)"y (2)

zwane rownaniem sprzezonym do (1). A(t)* oznacza tu operator hermitowsko sprze-
zony do operatora A(t), tzn.: (A(t)x | y) = (z | A(t)*y). Wykaz, ze jesli ¢ jest
rozwiazaniem réwnania (1), a ¢ jest rozwigzaniem réwniania (2), to funkcja ¢ —
(p(t) | ¥(t)) jest stata.

. Znajdz rezolwente réwnania ¢’ = tx, x € R.

. Zmalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania:

¥=—-y+z+1
y ==z
Z=—x+z

. Zmalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania:

¥ =br—y—4z
y = —12x 4+ by + 12z
2 =10 — 3y —9z+1

. Zmalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania:

¥ =2x+y+1
y=x+3y—=z
7 =—x+2y+3z

. Zmalez¢ wszystkie rozwiazania rownania:

¥ =2r+y+3z
Yy =2y —=z
2 =2z

. Zmalez¢ wszystkie rozwigzania rownania:

/ + 1

/
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/
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. Zmalez¢ wszystkie rozwigzania réwnania (1 — t2)a” — tz’ + ix = 0 wiedzac, ze jego
rozwigzaniem jest funkcja o(t) = v/t + 1.
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9. Rozwiazaé réwnanie (t — 1)a” — (t + 1)’ + 2z = 0, (wsk.: jednym z jego rozwiazan
jest wielomian).

10. Rozwiaz réwnanie: (t + 1)2z” — 2(t + 1)a’ + 2z = 0, (wsk.: zastosowaé¢ podstawienie
t+1=c¢e").

11. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci ' = 0, x(0) = zo. Narysuj kilka
przyktadowych rozwigzan. Dla podanego réwnania rozwaz odpowiedni uktad dyna-
miczny i narysuj jego portret fazowy.

12. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci ' = 1, x(0) = zy. Narysuj kilka
przyktadowych rozwiagzan. Dla podanego réwnania rozwaz odpowiedni uktad dyna-
miczny i narysuj jego portret fazowy.

13. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci 2’ = z, 2(0) = zo. Narysuj kilka
przyktadowych rozwigzan. Dla podanego rownania rozwaz odpowiedni uktad dyna-
miczny i narysuj jego portret fazowy.

14. Rozwazmy zagadnienie poczatkowe na R postaci 2’ = 1 — z, 2(0) = z. Narysuj
kilka przyktadowych rozwiazan. Dla podanego rownania rozwaz odpowiedni uktad
dynamiczny i narysuj jego portret fazowy.

{ =z
Y =y,
z(0) = 29 € R, y(0) = yo € R. Narysuj kilka przyktadowych rozwiazan. Dla poda-

nego uktadu rownank rozwaz odpowiedni uktad dynamiczny i narysuj jego portret
fazowy.

15. Rozwiaz uktad réwnan

16. Narysuj portret fazowy uktadu (zamieni¢ na wspolrzedne biegunowe)

¥ =x—y—xy/a®+y?
y=x+y—yvar+y

17. Narysowaé portrety fazowe uktadow:

o 7' = 322 — 2z;

o 1" = —42 + 182% — 227 + 6;

2x .
LL‘2+1 )

e 2" +sinz = 0 (réwnanie wahadta);

° :L.//:

o 2"+ bx +sinz = 0 (réwnanie wahadta z ttumieniem);

e ©” +x = a+ ez? (réwnanie ruchu planet Einsteina).

18. Dokonaé klasyfikacji punktu krytycznego (0,0) w podanych ponizej uktadach. Na-
stepnie narysowaé portret fazowy w zmiennych kanoniczych i wyjsciowych (wsk: dla
wyznaczonych wartodci wlasnych znalezé odpowiadajace im wektory wlasne).

[ J
' =3r+4y
y' =2z +y;



=y
y =y -2

' = —2x — by
Yy =2+ 2y;

19. W ponizszych uktadach réwnan znalez¢ punkty krytyczne, dokonac ich klasyfikacji
oraz naszkicowa¢ lokalne portrety fazowe.

) {x’—<2x—y><x—2>

y =y —2;

¥=x—y
y=at+y -2
{ 7 =1n y27§/+1
y/ — Q:2 _ yQ;
20. Dokona¢ klasyfikacji punktow krytycznych uktadu:

{ 2 =sinx
/

Yy = —siny.

21. Zbadac portrety fazowe uktadéw: po pierwsze dokonujac linearyzacji, po drugie prze-
chodzac na wspotrzedne biegunowe. Omoéwié otrzymane wyniki.

v = —y+z(2® + y?)
v =a+y@®+y°);
v =—y—xz(z* +1?)
Y =x—y(@®+y’)

22. Sklasyfikowaé punkt krytyczny (0, 0) linearyzujac uktad oraz przechodzac do wspot-
rzednych biegunowych. Jakie mozemy wyciggnaé¢ wnioski?

! Y

=+ —F4—
In /x2+y2

T

/
Y Iny/a24y2’

23. Zbadaé stabilnos¢ lub brak stabilnosci rozwiazania zerowego uktadéw réwnan (twier-
dzenia Lapunowa):

T =13 — 29
/
rh=1x + 73

.Tll =To — T1 + X1T2
/o 2 3
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! = _x3y2
{ y =y

/ 5 3
rh =23 — 25

24. Dla réwnania z” + (2? + (2/)* + 1)2’ + 42 = 0 w R? znalez¢ funkcje Lapunowa i
zbadac¢ stabilnos¢ rozwigzania zerowego.

25. Znalezé catki pierwsze dla uktadow rownan:

2x1—xo
o = aly - 2)
y =y(z—x)
2 =z(x —vy)

Ty =11 — 19 te
Ty = —T1 + X2

xy = xﬁx% — 1 — tIy
A x;ffxg — X9 —|— tl’l
26. Zapisa¢ nastepujace zagadnienie brzegowe
,o(t), tel0,1]
v(0) =v(1)=0

w rownowaznej postaci catkowej.

{ v'(t) = —g(t

27. Rozwiaza¢ rownanie
® 1u, + 2yu, + 3zu, = 0;
o (z—yu, + (v — 2)uy + (y — x)u, = 0;
o (v +uu, + (y+ u)u, = 0;

28. Rozwiazac zagadnienie poczatkowe

o ru, +yiu, = u, u(z,0) = 1;
o yu, + zu, — 2u, = 0, u(t, t*, —t) = 2t;
o u, — (y+22)u, + (3y + 42)u, = 0, u(t, 2t,3t) = t*;
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o z(y—uwu, +y(u—x)u, =u(r —y), u(z,1) =2;
o yzz, + 1z, =0, z(x,1) = 2%

® COSYu, + COs TU, = cosx cosy, u(m,y) = sin’ y;
o u, +su, = u?, u(z, ) = 1/xz;

o zu, +yu, =y, u(l,y) = —y;

29. Jakiego typu jest réwnanie

o (v — y)upy + 2uyy — (2% + y*)uy, = 2u, — 3zu, +u+ ;5

® U, T + Yyuyy + 2uyz + ruyz = 0;

w roznych punktach ptaszczyzny?

30. Nastepujace rownania sprowadzi¢ do postaci kanonicznej:
o ylug, + 22y, + 22Uy, — yPu, = 0;
e 9y u,, — 6y uyy, + 2uy,, — 6u, = 0;

® Uy, +4cos2ruy, —4 sin? 22Uy, — 4sin 2zu, = 0;



