Zasada szufladkowa

Zadanie

Korzystajac z zasady szufladkowej udowodnij sformutowane ponizej twierdzenia:

1. W kazde pole szachownicy wymiaru n X n, n > 2, wpisano jedng z liczb: —1,0,1, a
nastepnie dodano liczby stojace w tym samym wierszu, w tej samej kolumnie i na tej samej
przekatnej. Wykaz, ze wérdéd otrzymanych sum co najmniej dwie sg rowne.

2. Danych jest 12 réznych naturalnych liczb dwucyfrowych. Wykaz, ze wérdéd nich istniejg

takie dwie, ze ich réznica jest dwucyfrowg liczba o jednakowych cyfrach.

Rozwigzanie

Ad 1. Nazwijmy linig wiersz, kolumne¢ lub przekatna szachownicy. Szachownica wymiaru
n X n zawiera 2n + 2 linie (n wierszy + n kolumn + 2 przekatne). Zatézmy, ze w kazde pole
szachownicy wymiaru n X n, n > 2 wpisano jedna z liczb: —1,0, 1. Wowczas dla kazdej linii

suma wpisanych w nig liczb jest liczba catkowita ze zbioru
X={-n—-n-1),...,-1,0,1,...,n—1,n}.

Oczywiscie | X| = 2n + 1. Dla kazdego k € X oznaczmy przez Ay zbiér tych wszystkich linii,
dla ktérych suma wpisanych w nie liczb jest réwna k. Tak zdefiniowanych zbioréw jest 2n + 1
(niektére z nich mogg by¢ puste), ale ich suma zawiera wszystkie mozliwe linie szachownicy.
Stad
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Na mocy zasady szufladkowej z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze co najmniej jeden ze
zbiorow Aj zawiera co najmniej dwa elementy, ktérymi sa linie szachownicy, wzdtuz ktorych

sumy wpisanych liczb sg réwna k, czyli sa sobie réwne.
Ad 2. Zauwazmy, ze zbiorem wszystkich reszt z dzielenia liczb naturalnych przez 11 jest
X =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Oczywiscie | X| = 11. Niech
Z ={ni,ng,...,n12}

bedzie zbiorem dowolnych dwunastu dwucyfrowych liczb naturalnych. Dla kazdego £ € X
oznaczmy przez Ay podzbiér zbioru Z ztozony z tych wszystkich liczb nalezacych do zbioru
7, ktore daja reszte k z dzielenia przez 11. Liczba takich podzbioréw jest réwna 11 (niektore

z nich moga by¢ puste), a ich suma jest zbiér Z. Stad

Na mocy zasady szufladkowej z otrzymanej nieréwnosci wynika, ze co najmniej jeden ze

zbiorow Ay zawiera co najmniej dwie rézne liczby; oznaczmy je m i n. Z zalozen zadania i



przyjetych oznaczen wynika, ze m i n sg liczbami dwucyfrowymi oraz m = 11p+kin = 11q+k
dla pewnych nieujemnych liczb catkowitych p # ¢. Bez straty ogdlnosci rozwazan mozna
zatozy¢, ze m > n. Wtedy 9 > p > q > 0, przy czym, jezeli ¢ = 0, to k = 10, a jezeli p =9,
to k = 0. Ponadto p — ¢ > 1, bo p # q. Wynika stad, ze

m—n=1lp+k—(1lg+k)=11(p—q), gdziep—qe€Z.

Poniewaz 1 <p—q¢ <p <9, wiec 11 <m —n <99 i w konsekwencji m — n jest dwucyfrowa

liczba naturalng o jednakowych cyfrach; powtarzajaca sie cyfra to p — q.



