XV Ogdlnopolski Konkurs Matematyczny ”W Swiecie Matematyki”
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego
Etap drugi - 8 marca 2024 r.
Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 50.

1. Drugi etap Konkursu sktada sie z 5 zadan z tredcia, w tym 2 zadan z matematyki wyzszej.
2. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy jego numerze.
3. Zabrania si¢ korzystania z korektora.

4. Dozwolone jest korzystanie z zestawu wybranych wzoréw matematycznych wydanych przez Cen-
tralng Komisje Egzaminacyjng oraz kalkulatora podstawowego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu zostaje on wykluczony

z Konkursu.

ZADANIE NR 1 (6p)

Rozwazmy kwadrat ABC'D. Punkty U i W leza odpowiednio na jego bokach BC' i C'D. Udowodnij, ze
obwdd tréjkata CUW jest réwny dwukrotnoéci dtugosci boku kwadratu ABC'D wtedy i tylko wtedy,
gdy miara kata ZUAW réwna jest 7.

ZADANIE NR 2 (7p)
Wyznacz wszystkie wartosci ¢t € R, dla ktorych réwnanie
xt — 1523 4 702% — 120z +t =0

zmiennej rzeczywistej x ma cztery rzeczywiste pierwiastki bedace kolejnymi wyrazami pewnego ciggu
geometrycznego. Dla wyznaczonych t znajdz pierwiastki danego réwnania.

ZADANIE NR 3 (7p)

(a) Niech (an)nen bedzie ciagiem arytmetycznym. Dla dowolnego n € N wyznacz formule okreslajaca
wartos¢ sumy aq + 2as + 3az + ... + nay.

(b) Niech (ap)nen bedzie dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych.

Zdefiniujmy ciag b, = apy1o — an, dla n € N.

Dla kazdego n € N oblicz sume b; + by + .... + b,,, a nastepnie zastosuj uzyta metode do wyznaczenia
wartosci ponizszej sumy:




ZADANIE NR 4 (15p)

Definicja 1. Gdy X jest zbiorem niepustym to funkcje d: X x X — [0, 00) nazywamy metrykq, jesli
spelnione sa warunki:

Vayex (d(z,y) =0z =y);

Vayex d(w,y) = d(y,z);

Vm,y,zeX d(ZL‘, y) < d(l’, Z) + d(Z, y)

Wtedy pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna.

Metryka jest uogdlnieniem pojecia odleglosci. W szczegdlnoéci mozna sprawdzié¢, ze metrykami sa

funkcje:
d(:z:y):| —y| dla z,y € R;
do(Pr, Py) := \/(z1 — 22)2 + (y1 — y2)? dla Py, P> € R%
d3(Py, Py) = |zy — x2| + |y1 — 32| dla P, P, € R?,
gdzie dla i = 1,2, P; := (x;,y;). d1 i d2 to tzw. metryki euklidesowe opisujace naturalne odlegtosci,

jakich uzywamy na prostej i ptaszczyznie. Z kolei d3 to tzw. metryka taksowkowa — odleglosé, ktérej
uzywamy w miescie poruszajac sie samochodem (zaktadamy, nieco upraszczajac, ze ulice biegna tylko
w kierunkach péinoc-potudnie i wschéd-zachdd oraz sa dwukierunkowe).

Waznym twierdzeniem w teorii przestrzeni metrycznych jest tzw. zasada odwzorowan zwezajacych
odkryta przez Stefana Banacha w 1922 r. Przed jej sformutowaniem podamy dwie definicje.
Definicja 2. Gdy X #0i f: X — X to ciag (f™) okreSlony nizej nazywamy ciagiem kolejnych iterat
funkcji f: dla dowolnego = € X,

fz) = f(z) 1 f""(z):= f(f"(z)) dla dowolnego n € N.

W szezegolnosei f2(x) = f(f(2)), f*(z) = f(f*(x)) = f(f(f(2))) itd.
Definicja 3. Gdy (X, d) jest przestrzenia metryczna to funkcje f: X — X nazywamy odwzorowaniem
zwezajgeym, jesli

3ce[o,l) Veyex d(f(x), f(y)) < c-d(z,y).

Liczbe ¢ spelniajaca powyzszy warunek nazywamy stalq zwezania.
Twierdzenie 1 (Banach). Zaldzmy, ze (X, d) jest przestrzenig metryczng zupelng i f: X — X jest
odwzorowaniem zwezajgcym ze stalg zwezania c. Wowczas istnieje doktadnie jeden taki punkt x. € X,
ze . = f(x4). Ponadto dla dowolnego xo € X,

d(f" (o), x4) <

a stad cigg (f™(x0)) jest zbieiny do x.

2

‘i - d(zo, f(20)),

1

Pomijamy definicje zupetogci i przyjmujemy do wiadomosci, ze przestrzenie (R,dy), (R? dy) i
(R2,d3) sa zupelne.

Zadania do wykonania

(a) Korzystajac z twierdzenia 1 udowodnij, ze réwnanie
2
T 244
ma dokladnie jedno rozwiazanie w R i wyznacz jego przyblizona wartosé z doktadnoscia do 0,05.

(b) Wykaz z pomoca twierdzenia 1, ze uklad réwnan

20 —y —sinx = 4
—x+3y—cosy = 5

ma dokladnie jedno rozwigzanie w R2.

Wskazéwka. Zapisz uktad w postaci (z,y) = F(z,y), gdzie F': R? — R? jest odpowiednio zdefinio-
wang funkcja, a nastepnie zastosuj twierdzenie 1 rozwazajac F' na przestrzeni metrycznej (R2, d3).



ZADANIE NR 5 (15p)

Zasada szufladkowa

Wprowadzenie

Jezeli X jest zbiorem zlozonym ze skoniczonej liczby elementéw, to te liczbe elementéw oznaczamy
przez | X|. Gléwnym narzedziem potrzebnym do rozwiazania podanych dalej zadan bedzie nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 1 (Zasada szufladkowa). Niech dane bedq zbiory skoriczone Ai, As,..., A, takie, Ze
|A1 U Ay U ... UA,| > n. Wowczas istnieje taka liczba k € {1,2, ..., n}, Ze zbiér Ay zawiera co
nagmniej dwa elementy.

Nazwe powyzszego twierdzenia wyjasnia mniej precyzyjne, ale bardziej popularne (i, by¢ moze,
bardziej obrazowe) jego sformulowanie.

Twierdzenie 2 (Zasada szufladkowa). Niech n bedzie liczbg naturalng. Jezeli co najmniej n + 1
przedmiotéw rozmieszczono w n szufladkach, to przynajmniej jedna szufladka zawiera co najmniej dwa
przedmioty.

PrzYKeAD 1. Uzasadnij, ze sposréod dowolnych jedenastu liczb naturalnych mozna wybraé¢ co najmniej
takie dwie liczby, Ze ich réznica jest liczba naturalna, ktérej ostatnia cyfra jest 0.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze ostatnia cyfra liczby naturalnej NV jest 0 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba N jest podzielna
przez 10.

Jezeli zbior X zawiera 11 liczb naturalnych, to co najmniej dwie z tych liczb daja taks sama reszte
z dzielenia przez 10. Wynika to bezposrednio z zasady szufladkowej, poniewaz jest doktadnie dziesie¢
roznych reszt z dzielenia przez 10; sa to liczby 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Jedli wiec Ay jest zbiorem
zawierajacym te wszystkie liczby ze zbioru X, ktére daja reszte k z dzielenia przez 10, to

X =AgUAjUAU...UAg

oraz | X| = 11. Poniewaz liczba elementéw zbioru X jest wieksza od liczby zbioréw Ay, wiec na mocy
zasady szufladkowej jeden z tych zbioréw zawiera co najmniej dwie liczby naturalne, np. a i b, dajace
te sama reszte r z dzielenia przez 10. Liczby te mozna zapisa¢ w postaci a = 10p+ 171 b = 10g + r dla
pewnych p, g € N. Jezeli przyjmiemy, ze a < b, to

b—a=10¢+r— (10p+r) =10(g — )

jest liczba naturalna podzielna przez 10, bo ¢ — r jest liczba naturalna.

PrzYKEAD 2. Na pewnej konferencji znalazto sie n oséb, z ktoérych kazda zna pewna liczbe sposérdéd
pozostatych os6b lub nie zna nikogo. Wykaz, ze co najmniej dwie osoby majg tylu samo znajomych
wsrod uczestnikow konferencji lub co najmniej dwie osoby nie znaja nikogo. Zaktadamy, ze relacja
znajomosci jest symetryczna, tzn, jezeli X zna Y, to Y zna X.

Rozwigzanie

Kazdy uczestnik konferencji zna od zera do n — 1 innych uczestnikéw.

Dla kazdej liczby k € {0, 1, 2, ..., n — 1} oznaczmy przez Ay, zbior tych wszystkich oséb, ktére znaja
dokladnie k oséb. Zbiory A mozna interpretowad, jako ,szufladki”, w ktérych sa umieszczane osoby
znajace dokladnie k innych uczestnikéw konferencji. Poniewaz Ag U A1 U ... U A,_1 jest zbiorem
wszystkich uczestnikow konferencji, wiec

‘A()UAlU...UAn_l’:n.

Réwnosé ta pozornie nie wystarcza do stosowania zasady szufladkowej, bo liczba wszystkich osob jest
réwna liczbie ,szufladek”, a nie jest wieksza od niej. Zauwazmy jednak, ze



(1) jezeli na konferencji jest ktos, kto nie zna zadnego innego uczestnika tej konferencji, to na mocy
zalozenia o symetrii relacji znajomosci, nie moze istnieé¢ uczestnik konferencji znajacy wszystkich
pozostalych jej uczestnikéw, a wiec jezeli Ay # O, to A,—1 = O;

(2) podobnie wykazujemy, ze jezeli A,_1 # O, to zbiér Aj jest pusty.

Z (1) i (2) wynika, ze wsréd zbioréw Ag, Aj, ..., An,—1 jest co najwyzej n — 1 zbioréw niepustych, a
stad dostajemy nieréwnosé

|[AgUA1UAsU...UA,_1] >n—12> liczba niepustych zbioréw Ay

(liczba uczestnikéw konferencji jest wieksza od liczby niepustych ,szufladek”).

7 otrzymanej nieréwnosci, na mocy zasady szufladkowej, wynika ze przynajmniej jeden ze zbio-
réw Ay zawiera co najmniej dwa elementy, czyli istnieja co najmniej dwie osoby, z ktorych kazda
ma doktadnie k£ znajomych wsréd uczestnikéw konferencji, a wiec osoby te maja taka sama liczbe
znajomych.

Zadania do wykonania

Korzystajac z zasady szufladkowej udowodnij sformutowane ponizej twierdzenia:

1. Niech n € N, n > 2. W kazde pole szachownicy wymiaru n X n wpisano jedng z liczb: —1,0, 1,
a nastepnie dodano liczby stojace w tym samym wierszu, w tej samej kolumnie i na tej samej przekatne;j.
Wykaz, ze wérdd otrzymanych sum co najmniej dwie sa réwne.

2. Danych jest 12 réznych naturalnych liczb dwucyfrowych. Wykaz, ze wérdd nich istnieja takie dwie,
ze ich réznica jest dwucyfrowa liczba o jednakowych cyfrach.



