ZADANIE NR

Definicja 1. Gdy X jest zbiorem niepustym to funkcje d: X x X — [0, 00) nazywamy metrykq, jesli spelnione
sg warunki:
vz,yEX (d('r7 y) =0ex= y);
Veyex d(z,y) = d(y, z);
vgc,y,zeX d(’l,’, y) < d(.T, Z) + d(za y)
Wtedy pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna.
Metryka jest uogoélnieniem pojecia odlegtosci. W szczegdlno$ci mozna sprawdzié¢, ze metrykami sa funkcje:
di(z,y) ==z —y| dla z,yeR;

do(P1, Py) := /(w1 — x2)% + (y1 — y2)? dla Py, P, € R%;
d3(P1, Py) := |z — x2| + |[y1 — y2| dla Pi, P, € R?,

gdzie dla i = 1,2, P; := (x;,y;). d1 1 da to tzw. metryki euklidesowe opisujace naturalne odleglosci, jakich
uzywamy na prostej i plaszczyznie. Z kolei d3 to tzw. metryka takséwkowa — odlegtosé, ktérej uzywamy w
miescie poruszajac sie samochodem (zakladamy, nieco upraszczajac, ze ulice biegna tylko w kierunkach péinoc-
poludnie i wschéd-zachdd oraz sa dwukierunkowe).

Waznym twierdzeniem w teorii przestrzeni metrycznych jest tzw. zasada odwzorowan zwezajacych odkryta
przez Stefana Banacha w 1922 r. Przed jej sformulowaniem podamy dwie definicje.

Definicja 2. Gdy X #01 f: X — X to ciag (f™) okreslony nizej nazywamy ciagiem kolejnych iterat funkcji
f: dla dowolnego = € X,

fH(x) = f(x) i f"T(2):= f(f"(z)) dla dowolnego n € N.
W szezegolnosci f2(x) = f(f(x)), f2(x) = f(f*(2)) = f(f(f(2))) itd.

Definicja 3. Gdy (X, d) jest przestrzenia metryczng to funkcje f: X — X nazywamy odwzorowaniem zweza-
jacym, jesli
EI06[0,1) va:,yEX d(f(iﬂ), f(y)) e d(xa y)'

Twierdzenie 1 (Banach). Zalézmy, ze (X, d) jest przestrzeniq metryczng zupelng i f: X — X jest odwzoro-
waniem zwezajacym ze stalg zweZania c. Wéwczas istnieje dokladnie jeden taki punkt z. € X, Ze x, = f(z.).
Ponadto dla dowolnego zy € X,

n

C_Cd(l“o,f(xo)),

d(f" (z0), x+) <
a stad cigg (f™(x0)) jest zbiezny do x..

1

Pomijamy definicje zupetodci i przyjmujemy do wiadomodci, ze przestrzenie (R, d;), (R?,ds) i (R?,d3) sa
zupelne.

Zadania do wykonania

(a) Korzystajac z twierdzenia 1 udowodnij, ze réwnanie
2
YT 4
ma dokladnie jedno rozwigzanie w R i wyznacz jego przyblizona warto$¢ z doktadnoscia do 0,05.

(b) Wykaz z pomoca twierdzenia 1, ze uklad réwnan

2z —y —sinz = 4
—xr+3y—cosy = 5

ma doktadnie jedno rozwigzanie w R2.

Wskazéwka. Zapisz uktad w postaci (z,y) = F(z,y), gdzie F: R?> — R? jest odpowiednio zdefiniowana funkcja,
a nastepnie zastosuj twierdzenie 1 rozwazajac F na przestrzeni metrycznej (R?, d3).



Rozwigzanie czesci (a)

Niech f(z) := xfﬁ dla z € R. Pokazemy, ze f jest odwzorowaniem zwezajacym. Niech x,y € R. Wowczas
_| 2 2 | _ ly®—a?| 1 4|z|+4[y|
|f(:L‘) - f(y)l — | 2244 T 24| 2(m2+4)(y2+4) < 5‘5(5 - y|m

22 2:2
= %‘m — | (ﬂ—&gl? y21+4 + yzﬂ—‘gL x21+4> < %\x - y'& + i) = i|x —yl.

Skorzystalismy tu z nieréwnosci 225 < 1, gdy a # 0 lub b # 0.) Mozemy wiec przyja¢ ¢ = . Z tw. 1 f ma
a?+b 4
doktadnie jeden punkt staty x, i biorac xg := 0 dostajemy, ze
? 1 41 1
0—fO))=—=----=—=X<
1-— c| FO)l 16 3 2 24

f20)=f (%) = %, wiec przyblizona wartos$é rozwiazania z dokladnoscia do 0,05 wynosi 1%.

[£2(0) — 2] <

0, 05.

Rozwigzanie czesci (b)

Powyzszy uklad réwnan mozemy zapisaé¢ w postaci:
_ : cos Y 5
y = 3t +3

Dla (z,y) € R? niech

sinx y T Ccosy O
F(x,y)::( > +§+2,§+ 3 +3).

Wtedy punkt (x,y) € R? jest rozwigzaniem naszego uktadu réwnan wtedy i tylko wtedy, gdy (z,y) = F(x,y). Na
mocy tw. 1 wystarczy wiec pokazaé, ze F jest odwzorowaniem zwezajacym. Dla i = 1,2 niech P; := (z;,v;) € R%.
Woéwcezas
d3(F(P1),F(P2)) = l| SiIlel — SiIleQ + Yy — y2| + %\ml — T9 + COSYy — COSy2|

< 5lsinz; —sinay| + %|y1 —yo| + %|9:1 —xa| + %| COS Y1 — COSYal.
Korzystajac ze wzordéw trygonometrycznych i z nieréwnosci | sin o < |a| otrzymujemy:

xr1 + Zo

2

Podobnie pokazujemy, ze | cosy; — cosysa| < |y1 — y2|. W konsekwencji

Tl — T2

|sinz; —sinxs| = 2 |sin < |z — xa|.

1 1 1 1 5 5
d3(F(Py), F(P)) < §|$1 —m2|+§|y1 — a2 +§|CC1 —m2|+§|y1 —yo| = 6(|$1 —Za| +|y1 —y2|) = 6 -d3(Py, Py),

wiec F' jest odwzorowaniem zwezajacym.



