
ZADANIE NR 2

Wyznacz wszystkie t 2 R, dla których równanie

x4 � 15x3 + 70x2 � 120x+ t = 0

zmiennej rzeczywistej x ma cztery rzeczywiste pierwiastki b ¾ed ¾ace kolejnymi wyrazami pewnego ci ¾agu geome-
trycznego. Dla wyznaczonych t znajd́z pierwiastki danego równania.

Rozwi ¾azanie. Wézmy dowolne t 2 R. Niech x1; x2; x3; x4 b¾ed ¾a pierwiastkami równania

x4 � 15x3 + 70x2 � 120x+ t = 0 (1)

b ¾ed ¾acymi kolejnymi wyrazami pewnego ci ¾agu geometrycznego. Zatem x2 = x1q, x3 = x1q
2, x4 = x1q

3 dla
pewnego rzeczywistego q. W szczególnósci:

x2x3 = x1x4: (2)

Ze wzorów Viète�a dla wielomianów stopnia czwartego wynika, ·ze:

x1 + x2 + x3 + x4 = 15;

x1 � x2 + x1 � x3 + x1 � x4 + x2 � x3 + x2 � x4 + x3 � x4 = 70;

x1 � x2 � x3 + x1 � x2 � x4 + x1 � x3 � x4 + x2 � x3 � x4 = 120;

x1 � x2 � x3 � x4 = t:

St ¾ad oraz z (2) otrzymujemy, ·ze:

(x1 + x4) + (x2 + x3) = 15;

(x1 + x4) (x2 + x3) + 2x1x4 = 70;

x1x4 (x1 + x4) + x1x4 (x2 + x3) = 120;

(x1x4)
2
= t:

Niech s14 = x1 + x4, s23 = x2 + x3, p14 = x1x4. Wówczas:

s14 + s23 = 15; (3)

s14s23 + 2p14 = 70; (4)

p14 (s14 + s23) = 120: (5)

p214 = t (6)

Z (3) oraz (5) wynika, ·ze
15p14 = 120;

sk ¾ad otrzymujemy p14 = 8. Z (6) natychmiast wyliczamy t:

t = p214 = 64:

Z (3) oraz (4):

s14 + s23 = 15;

s14s23 = 54:

St ¾ad (s14; s23) = (6; 9) lub (s14; s23) = (9; 6). Zachodzíc mo·ze (s1; s2) = (9; 6). Skoro x1 + x4 = 9 i x2 + x3 = 6
oraz x2 = x1q, x3 = x1q

2, x4 = x1q
3, to x1

�
1 + q3

�
= 9 i x1q (1 + q) = 6. Z uwagi na to, ·ze 0 nie jest

pierwiastkiem rozwa·zanego równania, otrzymujemy, ·ze 6
�
1� q + q2

�
= 9q, sk ¾ad q = 2 lub q = 1

2 .
Je·zeli q = 2, to x1

�
1 + 23

�
= 9, i wtedy kolejnymi pierwiastkami rozwa·zanego równania s ¾a liczby 1; 2; 4; 8.

Natomiast przypadek q = 1
2 daje x1

�
1 + 2�3

�
= 9, sk ¾ad x1 = 8 i w efekcie kolejnymi pierwiastkami rozwa·zanego

równania s ¾a liczby 8; 4; 2; 1.
Odpowied́z. Jedynym rzeczywistym t, dla którego równanie (1) ma cztery rzeczywiste pierwiastki b ¾ed ¾ace
kolejnymi wyrazami pewnego ci ¾agu geometrycznego jest t = 64 i wtedy f1; 2; 4; 8g jest zbiorem jego wszystkich
rozwi ¾azań.
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