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XV Ogdlnopolski Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego
Etap pierwszy - 8 marca 2024 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 50.

. Pierwszy etap Konkursu sktada sie z 20 pytan testowych.

. Kazde z zadan 1-10 sktada si¢ z trzech niezaleznych od siebie podpunktow. Kazde
z zadan 11-20 sktada sie z czterech niezaleznych od siebie podpunktow. Do kazdego
z podpunktow nalezy udzieli¢ odpowiedzi TAK (gdy potwierdzamy prawdziwosé roz-
patrywanego zdania) lub NIE (gdy uznajemy rozpatrywane zdanie za falszywe), badz
pozostawié¢ pole puste (jesli nie chcemy odpowiada¢ na dany podpunkt). Po zakon-
czeniu wypelniania testu, nalezy nanie$¢ odpowiedzi w KARCIE ODPOWIEDZI.
Punktacja za kazde zadanie jest nastepujaca:

e 0 punktéw w przypadku udzielenia co najmniej jednej btednej odpowiedzi na
jeden z podpunktow zadania lub nieudzielenia odpowiedzi na zaden z podpunktéw
zadania;

e n — 1 punktéw w przypadku, gdy udzieli sie poprawnych odpowiedzi na n pod-
punktéw w zadaniu i nie udzieli sie zadnej btednej odpowiedzi na ktorykolwiek
z podpunktéw w zadaniu.

. Zabrania sie korzystania z korektora. W przypadku pomytki w tescie odpowiedz nalezy
przekresli¢, zag nowa odpowiedz zaznaczy¢ po lewej stronie miejsca przeznaczonego na
odpowiedz.

. Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzoréw matematycznych” i kalku-
latorow.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu zostaje on wy-
kluczony z Konkursu.



Oznaczenia i definicje

Symbolem R oznaczamy zbior liczb rzeczywistych.

Symbolem R, oznaczamy zbiér dodatnich liczb rzeczywistych.

Symbolem Q oznaczamy zbiér liczb wymiernych.

Symbolem 7Z oznaczamy zbiér liczb catkowitych.

Symbolem N oznaczamy zbior liczb naturalnych. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna.
Symbolem Ny oznaczamy zbiér N U {0}.

Symbolem P oznaczamy zbidr liczb pierwszych.

Niech f: R — R. Obrazem zbioru A C R nazywamy zbior
flA] = {f(z) e R: x € A},
natomiast przeciwobrazem zbioru B C R nazywamy zbior

fYB] = {z e R: f(z) € B}.

Dla dowolnych zbiorow A, B produktem kartezjanskim zbioréw A i B nazywamy zbiér
A x B:={(a,b) :a € Ab e B}.

Ponadto X x X = X?

Zbiorem potegowym P(X) zbioru X nazywamy zbiér, ktéry zawiera wszystkie podzbiory
zbioru X.

Dla n € Noraz ay,...,a, € Rniech > a; =a; +as+az+---+a,

i=1
Powiemy, ze ciag liczb rzeczywistych (a,)nen jest ograniczony, jesli istnieje taka liczba
M € R, ze dla kazdego n € N |a,| < M. Powiemy, ze ciag liczb rzeczywistych (a,)nen jest
nieograniczony, jesli nie jest ograniczony.
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Zadanie 1. Ocen czy dla dowolnej funkcji f: R — R prawdziwe jest zdanie:

| Jedli istnieje takie a € R, ze dla kazdego x € R f(z + a) = f(x), to funkcja f jest
stala;

| Jesli dla kazdego a € Q i kazdego = € R zachodzi réwnosé f(x+a) = f(x), to funkcja
f jest stata;

| Jesli dla kazdego a € R i kazdego x € R zachodzi réwnos$¢ f(z+a) = f(x), to funkcja
f jest stata.

Zadanie 2. Dlan € N, ay,...,a, € R, a, # 0 definujemy funkcje fu, ., : R = R wzorem
faoan (T) = apz™ + ap_ 12" + -+ - + a1z + ag. Ocen prawdziwosé¢ zdar:

| Dla takiego n € N, oraz ag,...,a, € R, a, # 0, ze fo. 4

zerowych, ich iloczyn wynosi 22
n

ma n réznych miejsc

n

| Dla kazdego n € N istnieja takie ag,...,a, € R, a, # 0, ze fo,. a,(a0) =0;

| Niech fa,.. 4, ma n réznych miejsc zerowych. Wtedy suma miejsc zerowych tej funkeji
wynosi 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a,_1 = 0.

Zadanie 3. Powiemy, ze dwie funkcje f,g : R — R sa do siebie styczne w punkcie a,
jesli dla dowolnego & > 0 istnieje taka § > 0, ze dla kazdego = € R, jesli |z — a| < 4, to

|f(z) — g(z)| < elz —al.
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan:
| f(z) =sinz oraz g(z) = x sa do siebie styczne w a = 0.
| Dwie funkcje styczne w punkcie a moga przyjmowaé¢ w tym punkcie rézne wartosci.

| Niech funkcje f i g beda do siebie styczne w punkcie a. Wowczas f jest cigglta w a
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest ciagta w a.

Zadanie 4. Ocen prawdziwos$¢ podanych zdan:

| Funkcja kwadratowa i funkcja wielomianowa 3-go stopnia moga by¢ sobie réwne w do-
ktadnie dwoch miejscach.

| Niech f i g beda pewnymi funkcjami kwadratowymi. Wéwczas f 1 g moga przyjmowaé
te same warto$ci w trzech miejscach.

| Jedli dwie funkcje ciagle przyjmuja taka sama warto$é w nieskoriczenie wielu miejscach
to musza by¢ sobie réwne.

Zadanie 5. Ocen czy dla dowolnego ciagu (z,)nen liczb rzeczywistych zbieznego do pewnego
x € R oraz dowolnej funkcji f : R — R prawdziwe sg zdania:

| Ciag (f(2n))nen jest zbiezny.

| Jedli lim f(z,) = g, dla pewnego g € R, to f jest ciagla w x.
n—oo
| Jedli f jest ciagla, to ciag (f(x,))nen jest ograniczony.
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Zadanie 6. Otoczkq wypuklg podzbioru przestrzeni R® nazywamy najmniejszy (wzgledem
zawierania) zbior wypukly, tj. taki, ze odcinek o konicach w tym zbiorze zawiera sie catkowicie
w tym zbiorze, ktory zawiera dany podzbior. Niech conv(X') oznacza otoczke wypukta zbioru
X C R3. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan:

[ ] Jesli X CY to conv(X) C conv(Y).
[ ] Otoczka wypukta czterech punktéw w R? jest czworogcianem.

[ ] Niech K, Ko C R3 beda kulami o promieniu 1, o érodkach w punktach odpowiednio
(—1,0,0), (1,0,0). Wtedy objetos¢ conv(K; U K;) wynosi 3.

Zadanie 7. Dwustosunkiem uktadu punktéw (A, B, C, D) lezacych na jednej prostej nazy-
wamy liczbe:

_ |AC] ]AD)

A B:C. D) := :

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan:

] (0,2:3,6) =2.

[ | Dany jest punkt P oraz prosta [ niezawierajaca punktu P. Punkty A, B,C,D le-
za na prostej [. Prosta k rézna od [ i rownolegta do niej niezawierajaca punktu P
przecina proste PA, PB, PC, PD w punktach odpowiednio A’, B’, C’, D’. Wtedy
(A,B;C,D)=(A",B;C", D).

[ | Dany jest punkt P oraz prosta [ niezawierajaca punktu P. Punkty A, B, C, D leza na
prostej [. Prosta k rézna od [ niezawierajgca punktu P przecina proste PA, PB, PC),
PD w punktach odpowiednio A’, B’, C', D'. Wtedy (A, B;C,D) = (A", B";C", D).

Zadanie 8. Niech Q # () bedzie zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego do-
swiadczenia losowego, natomiast P prawdopodobienstwem okreslonym na podzbiorach zbioru
Q. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan:

[ ] Dla dowolnych zdarzei A, B jesli P(A) > 0 oraz P(B) > 0, to P(A|B) = "5

[ | Dla dowolnych zdarzen A, B jesli P(A) € (0,1), to P(A’'|A) = 1, gdzie A’ to zdarzenie
przeciwne do A.

[ | Dla dowolnych zdarzein A, B zachodzi P(A\ B) = P(A) — P(B).



Zadanie 9. Niech 2, P beda jak w zadaniu 8, oraz dla pewnych zdarzen A, B,C

Mmzlwmm:%,mmAung,mmAmm:

.3
5 PANC) =3,

1

3’
Ocen prawdziwos¢ zdan:

] R(BlANC) = 2

[ ] PANO) =2

[ ] PIANBNC) =2

Zadanie 10. Niech mex : P(Ny) \ {No} — Ny bedzie funkcja przyporzadkowujaca danemu
podzbiorowi X C Ny najmniejsza liczbe naturalna (z zerem), ktéra nie nalezy do X, np.
mex({0,1,2,3,5}) = 4, mex(0) = 0.

[ | Niech X = {z € Ny : 2|z Vv 3|z} U{1}. Wtedy mex(X) = 4.
[ | Istnieja takie zbiory XY C Ny, X UY # Ny, ze:

mex(X UY) < max{mex(X), mex(Y)}.

[ | Dla dowolnego X C Ny, X # Ny jesli 0 € X to mex({mex(X)}) < mex(X).

Zadanie 11. Dla dowolnej funkcji f: R — R i zbioréw A, B C R zachodzi warunek:

[ T fIBl =B

[ T TAL =4

[ 1A B = AN B
[ 1 fIAnB] C flA]N f[B].

Zadanie 12. Ocen czy prawdziwe sa zdania.

[ | Dla dowolnych niepustych zbior6w A, B, A x B = B x A wtedy i tylko wtedy, gdy
A= B.

[ | Dla dowolnych zbioréw A, B,C, D jesli A C C oraz B C D, to Ax BC C x D.
[ | Dla dowolnych zbioréw A, B,C mamy A x (BUC) = (A x B)U (A x ().
[ ] {(z,y) e R?: 22 +y?> <1} = A x B dla pewnych A, B C R.



Zadanie 13. Niech A = {A;: t € T} bedzie zindeksowana rodzina zbioréw. Suma i cze$¢
wspdlna rodziny A to zbiory:

UA:: UAt:{x: x € A; dla pewnego t € T'}

teT

ﬂA:: mAt = {x: x € A, dla kazdego t € T'}

teT

Okresl prawdziwosé zdan.
] Jesli Ay ={pn:neNAn>1}dlape Pto |J 4, =N\ {1}
peEP

| Jedli Ay = (—t,t+1)dlateRy to () A =][0,1]

teRy

] Jesli Ay ={E:neNydlakeZto () 4, =Q

kEZ

] Jesli A, ={%: keZ}dlaneNto |J A, =Q

neN
Zadanie 14. Niech A C R, A # (). Méwimy, ze liczba M € R jest kresem gérnym zbioru A,

jesli spelnione sg nastepujace warunki:

e a < M dla wszystkich a € A;

 dla dowolnej liczby r < M istnieje element a € A spetiajacy nieréwnosé r < a.

Kres gorny zbioru A (jedli istnieje) oznaczamy symbolem sup A.

Jesli —m jest kresem gérnym zbioru —A := {—a : a € A}, to méwimy, ze liczba m jest
kresem dolnym zbioru A, co zapisujemy inf A = m.

Ocen prawdziwos¢ zdan.

| Dla zbioru A = {n —1: n € N}, sup A nie istnieje i inf A = 0;
] Dla zbioru B = {2:n € N}, sup B = 1i inf B nie istnieje;
] Dla kazdego zbioru D,, = {22 : k € N}, n € N, sup D,, i inf D,, nie istnieja;

k+1°

| Dla zbioru D = {k”—fl k € N;n € N}, sup D i inf D nie istnieja.



Zadanie 15. Metryka na zbiorze X # () nazwiemy dowolna funkcje d : X x X — [0, 00),
ktora spetlia ponizsze warunki:

e d(z,y) =0 < x =y dla dowolnych z,y € X,
e d(z,y) =d(y,x) dla dowolnych z,y € X,

e d(z,y)+d(y,z) > d(z,2) dla dowolnych z,y, z € X.

Ponadto niech d.(x,y) oznacza zwykta odlegto$é dwoch punktéw na plaszezyznie (d. jest
metryka). Ocen, czy podane funkcje sa metrykami na X:

] X =R?,

i) de(z,y) , jesli z,y i (0,0) leza na jednej proste;
T,y) = '
Y de(x,0) + de(0,y) w przeciwnym wypadku.

| X - skoniczone podzbiory liczb naturalnych, dla z,y € X niech d(z,y) := |(x\y)U(y\z)]

| X - zbiér siedmioliterowych stéw w jezyku polskim, dla =,y € X niech d(x,y) := liczba
liter na odpowiadajgcych sobie miejscach w tej parze stéw, ktére sg od siebie rézne.

] X =R? dla (z1,72), (y1,y2) € X niech d((z1,x2), (y1,y2)) = |T1 — 22|.

Zadanie 16. Méwimy, ze ciag (a,)neny punktéw plaszezyzny R? jest zbiezny do punktu
x € R?, jedli dla dowolnego € > 0 istnieje taka liczba N € N, ze dla n > N spelniona jest
nierownos¢é

de(an, ) < e,
gdzie d. to metryka zdefiniowana w zadaniu 15. Méwimy, ze ciag (a,)nen jest rozbiezny,
jesli nie jest zbiezny.

Ocen prawdziwos¢ zdan.

| Jedli ciagi liczb rzeczywistych (a,)nen, (bn)nen sa zbiezne, odpowiednio, do a,b € R, to
ciag ((an,bn))nen jest zbiezny do punktu (a,b).

] Ciag (an)nen C R? 0 wyrazie ogblnym a,, = (sin(%4"), 1) jest zbiezny.

| Niech (an)nen, (bn)nen beda ciagami liczb rzeczywistych. Jesli ciag (an,)nen jest zbiezny,
natomiast (b, ),en jest rozbiezny, to ciag ((a,, b,))nen jest rozbiezny.

] Niech A CR,A#0, f,g: A— Rbeda funkcjami ciagtymi. Jesli ciagi (an)nen, (bn)nen C
A sa zbiezne, to ciag (f(an), g(bn))nen jest zbiezny.



Zadanie 17. Ocen prawdziwo$é¢ zdan dotyczacych ciggoéw liczb rzeczywistych.

[ | Ciag, ktérego wyrazy sa na przemian dodatnie i ujemne jest rozbiezny.

[ | Dla dowolnego ciagu (x,)nen zbieznego do zera i ciagu liczb rzeczywistych (yy)nen,
ciag (zn)nen, gdzie z; = y; - x; dla ¢ € N| jest zbiezny.

[ | Jedli istnieje taka liczba N € N, ze dla dowolnych n,m > N wyrazy ciagu (Z,)nen
spelniajg nieréwnosé |z, — z,,| < 10724 to ciag ten jest zbiezny.

[ | Jedli istnieje taka liczba N € N, ze dla dowolnych n,m > N wyrazy ciagu (Z,)nen
spelniajg nieréwnosé |z, — z,,| < 10%* to cigg ten jest ograniczony.

Zadanie 18. Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych xy, xs, ..., 9024 prawdziwe sa
zdania:
2024 2024

[ ] Zln(xi) < Zx
[ ] Zln(a:i) <In <Z xl)

2024 2024
LY () < Y
=1 =1
2024 2024

L]

Z In(z;)| < Z Z;.

Zadanie 19. Oceni¢ prawdziwos$¢ podanych zdan:

[ ] Réwnanie 3" = n? nie ma rozwiazan w zbiorze liczb naturalnych.
[ ] Réwnanie 32" + n? = 2025n% ma rozwigzanie w zbiorze liczb naturalnych.
[ ] Réwnanie 22 + y® = 92* + 5 ma rozwiazanie w zbiorze liczb catkowitych.

[ ] Réwnanie 23 + y® = 722 4+ 3 ma rozwiazanie w zbiorze liczb catkowitych.

Zadanie 20. Silni¢ podwojna definiujemy nastepujaco:

n-n—2)-(n—4)-...-4-2 dlan parzystych, n > 1;
nlli=qn-(n—2)-(n—4)-...-3-1 dla n nieparzystych, n > 1;
1 dlan=0,1.

[ ] Dla dowolnego k € N, (k!)!Il = (k!)L.
[ | Dowolna liczbe postaci k! mozna przedstawi¢ jako iloczyn dwéch podwdjnych silni.
[ ] Dla dowolnego k € N, (2k)!! = 2F . k.

[ ] Dla dowolnej liczby pierwszej p liczba (p?)!! jest nieparzysta.



KARTA ODPOWIEDZI

XV Ogélnopolski Konkurs Matematyczny ”W Swiecie Matematyki”

im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego
Etap pierwszy - 8 marca 2024 r.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20




