XIV Wojewo6dzki Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki”
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego
Etap drugi - 10 marca 2023 r.
Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 50.

1. Drugi etap Konkursu sktada si¢ z 5 zadan z tredcia, w tym 3 zadan z matematyki wyzszej.
2. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy jego numerze.
3. Zabrania si¢ korzystania z korektora.

4. Dozwolone jest korzystanie z Zestawu wybranych wzoréw matematycznych wydanych
przez Centralng Komisje Egzaminacyjna.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem z ta-
blic matematycznych wymienionych w punkcie 4.) zostaje on wykluczony z Konkursu.

ZADANIE NR 1 (5p)

Wielomian W (x) = az? + bz? + cx + d spelnia warunki:

1)a#0

2) liczby -1 oraz 2 sa jego jedynymi pierwiastkami

3) wykres wielomianu W przechodzi przez punkt (0, —2).

(a) Wykazaé, ze b =0 lub ¢ = 0.

(b) Czy styczne do wykresu wielomianu W wystawione w punktach (kﬁ, W( 17ﬁ)) oraz (71§‘ﬁ, W ( 71J3”ﬁ))

3 3
sg rownolegte?

ZADANIE NR. 2 (4p)

W poétkule o promieniu R wpisano stozek, ktérego wierzchotek lezy w $rodku kuli, a podstawa jest
jest réwnolegla do podstawy pdtkuli.

(a) Przedstaw objetosé¢ tego stozka jako funkcje kata nachylenia tworzacej do jego plaszczyzny pod-
stawy.

(b) Wyznacz dtugosé promienia podstawy stozka, przy ktérym jego objetosé jest maksymalna i oblicz
te objetosc.

ZADANIE NR 3 (12p)

Réwnanie funkcyjne to réwnanie, w ktérym wystepuja funkcje i zmienne, a niewiadoma jest funkcja.
Zmienne zazwyczaj sa dowolnymi elementami dziedziny. Rozwigzanie rownania funkcyjnego polega na
wyznaczeniu wszystkich funkcji, ktore je speiniaja. W tym celu stosujemy roznorakie podstawienia
wartosci zmiennych wystepujacych w réwnaniu.

Przyktad. Zal6zmy, ze funkcja f: R — R spelnia réwnanie funkcyjne:

flz+y) = f@)f(y), =zyeR (1)

(a) Jesli wiadomo, ze f(1) = 3, to ile wynosi f(3)?
Rozwigzanie: Korzystajac z réwnania (1) mamy

f2)=f1+1)=f1)f1)=9



i dalej
fB)=f0+2)=f1)f(2) =27
(b) Jesli f(1) =0, to ile wynosi f(7)?
Rozwiazanie: Podobnie jak poprzednio, korzystajac z réwnania (1) mamy

f(7) = f(6+1) = f(6)f(1) =0.

Uwazna osoba zauwazy, ze w tym przypadku mozna wykazaé, ze funkcja f jest tozsamosciowo rowna

Zero.

Zalézmy, ze S jest funkcja rzeczywista dwoch zmiennych rzeczywistych, speliajaca nastepujace
rownanie funkcyjne:

S(x,y)- Sy, 2) = 5(x, 2) (2)

dla wszystkich x,y, z € R.
Przykladami funkeji spelniajacej (2) sa

2
v +1
S —
oraz 44
Y| +
S(x,y) = .
(z,9) |z| + 4

Zadania do wykonania:

(a) Jedli wiadomo, ze S spelia réwnanie (2), S(1,2) = 3 oraz 5(3,2) = 1, to ile wynosi S(2,3)?
(b) Jesli wiadomo, ze S spelnia réwnanie (2), S(1,2) = 0, to ile wynosi S(3,4)?

(c) Zalézmy, ze S spelnia réwnanie (2) i dodatkowo warunek

S(x,y) = S(y,z) (3)

dla wszystkich z,y € R oraz S nie jest tozsamosciowo réwna 0. Ile wynosi S(z,y) dla dowolnych
z,y € R? Pytamy si¢ wiec o ogdlne rozwiazanie ukltadu réwnan funkcyjnych (2)-(3).

ZADANIE NR 4 (14p)

Rozktady prawdopodobienstwa odgrywaja wazng role w modelach matematycznych opisujacych
zjawiska losowe. Nalezy do nich nastepujacy model ryzyka niewyplacalnosci zaktadu ubezpieczen, w
ktérym wysokosé majatku (nadwyzki) ubezpieczyciela {Uy, }n—o.1,2,.. W kolejnych okresach opisana jest
nastepujaco:

n

Un:u+’y-anXi, n €N,
i=1
gdzie:

u = Uy > 0 oznacza poczatkowa nadwyzke ubezpieczyciela,
~ > 0 oznacza skladke przypadajaca na pojedynczy okres (przykladowo: kwartal lub miesiac),
N oznacza zbiér dodatnich liczb catkowitych,
X, oznacza taczna wysoko$¢ szkdéd w i-tym okresie.

Zaktadamy, ze wysokosci szkéd w kolejnych okresach Xi, Xo,... sa niezalezne i modelowane za
pomoca nieujemnych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie prawdopodobienistwa.

Idea tak sformutowanego modelu nadwyzki ubezpieczyciela polega na réwnowazeniu ewentualnych
wyplat przez zyski pochodzace z naptywajacej co okres odpowiednio wysokiej sktadki v, przy zalozeniu
o odpowiedniej wartoéci nadwyzki poczatkowej u.

Dzieki technikom probabilistycznym jesteémy w stanie obliczaé¢ prawdopodobienstwa zdarzen zwig-

zanych z rozwazanymi zmiennymi losowymi.



Przyktad 1. Rozwazmy zmienna losowa X typu dyskretnego, ktéra przyjmuje wartodci z1, xo, x3, ...
(sa to tak zwane punkty skokowe albo atomy) z prawdopodobienstwami, odpowiednio, p1, p2, ps3, ...,
ktére mozemy wyrazi¢ za pomoca funkcji prawdopodobienstwa p; = P(X = x;), to znaczy p; jest
prawdopodobienstwem przyjecia przez zmienng losowa X wartoéci ;. Oczywiscie, wszystkie prawdo-
podobienstwa p; sa nieujemne, a ich suma jest réwna 1.

Prawdopodobienstwo przyjecia przez zmienna losowa X warto$ci z pewnego zbioru A (przykla-
dowo: z ograniczonego albo nie przedzialu) mozna wyrazié¢ nastepujaco:

PXeA)= >
{i: z; €A}
to znaczy sumujemy te prawdopodobienstwa, ktérym odpowiadaja atomy nalezace do zbioru A (przy
umowie, ze powyzsza suma jest réowna 0 w przypadku braku takich atoméw).
Rozwazmy trzypunktowy rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X o funkcji prawdopo-

dobienstwa opisanej nastepujaco:
P(X=1)=01, P(X=2)=06, P(X=5)=0.3.

Woéweczas, przyktadowo, P(X € (1,2]) = P(1 < X < 2) =py =0.6; P(X € (1,2)) =0
iP(Xe(-LT7)=p+p2+ps=1

Zadania do wykonania

(a) O technicznej ruinie ubezpieczyciela (w rozwazanym modelu) méwimy, jezeli wartosé¢ majatku
ubezpieczyciela spadnie (po raz pierwszy) ponizej zera (o ile taka sytuacja ma miejsce). Zal6zmy,
ze v € N, u € NU {0} oraz, ze wszystkie szkody X1, Xo,... maja ten sam rozklad geometryczny o
nastepujacej funkcji prawdopodobienstwa:

P(X; =n)=q¢"""p, n=1,2,3,..,

gdzie p € (0,1) oraz ¢ = 1 — p. Wyznaczy¢ wzér na prawdopodobienstwo ruiny (niewyptacalnosci)
ubezpieczyciela do konca pierwszego okresu.

(b) Zal6ézmy, ze w powyzszym modelu ryzyka: rozwazanym okresem jest miesiac z odpowiadajaca
mu sktadks v = 3 oraz ze u = 1. Obliczyé prawdopodobiefistwo niewyptacalnosci ubezpieczyciela do
konica pierwszego miesiaca jego dzialalnosci w przypadku, gdy szkody maja rozklad geometryczny (z
poprzedniego zadania) z parametrem p = 0.5.

ZADANIE NR 5 (15p)

Definicja 1. (zbidr rozmyty)
Niech X bedzie niepustym zbiorem. Kazda funkcje v : X — [0, 1] nazwiemy zbiorem rozmytym w X .
Dla zbioru rozmytego u : X — [0, 1] i liczby a € R, a-cieciem zbioru w nazywamy zbi6r

[u]* :={z e X :u(x) > a}
Przyktad 1. Funkcje

1
Vaelo,2) u(z) = Z$2

o) = z dla z€]0,1]
|l 4 dla ze (1,2

oraz

sa zbiorami rozmytymi w [0, 2]. Przykladowe a-ciecia:
()2 = {z 0,2 u(x) > 5} ={zecl02: e 5} = [V2,2]

Wt = {r € 0,2 v(a) > %} - [%2]



Definicja 2. (suma i iloczyn zbioréw rozmytych)
Dla zbioréw rozmytych v : X — [0,1], v : X — [0, 1], definiujemy ich sume (uUw) oraz iloczyn (uNv)
nastepujaco:
Veex (wUv)(x) := max{u(z),v(x)}
oraz
Veex (wNo)(z) := min{u(z),v(z)}
Definicja 3. (zbidr prosty)
Powiemy, ze zbiér rozmyty v : X — [0, 1] jest prosty, jezeli jest funkcja charakterystyczna pewnego
podzbioru A C X, tj. jest postaci

u(w) = 1 dla reA
10 dla 2€X\A

Zbior prosty bedacy funkcja charakterystyczna zbioru A oznaczaé bedziemy symbolem wu 4.

Zadania do wykonania
(a) Rozwazmy nastepujace zbiory rozmyte u,v na [—1, 1]:

Vee[-11) w(z) = @’

1-2|z] dla xe[—%,%)
dla T

D=

V:ce[—m] v(z) =

Wyznacz ciecia [u]% oraz [v]%, oraz wzor zbioru (uUv)

(b) Niech A, B C X. Udowodnij, ze (ua Uup) = u(aup) oraz (ua Nup) = uans

(c) Niech u, v, w beda zbiorami rozmytymi w X. Udowodnij, ze (uU (vNw)) = ((vUv) N (uUw)).

(d) Niech f:[0,1] — {0, %}, g:[0,1] — {%,1} bedg funkcjami cigglymi spelniajacymi nastepujace

warunki:
e f jest Scisle rosnaca, f(0) =0 oraz f(1) = %;

e g jest Scisle malejaca, g(0) = 1 oraz g(1) =

N[ =

Pokaz, ze istnieje zbiér rozmyty u na [0, 1], dla ktérego

dla kazdego « € [0, 1].





