XIII Wojewddzki Konkurs Matematyczny ”W $Swiecie Matematyki”
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego
Etap drugi - 4 marca 2022 r.
Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

. Drugi etap Konkursu sktada sie z 7 zadan z tredcia, w tym 3 zadan z matematyki wyzszej - do
zadan tych dolaczone sg definicje, twierdzenia i przykiady pomocne w ich rozwigzywaniu.

. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy jego numerze.
. Zabrania sie korzystania z korektora.
. Zabrania si¢ korzystania z kalkulatora.

. Dozwolone jest korzystanie z Zestawu wybranych wzoréw matematycznych wydanych
przez Centralna Komisje Egzaminacyjna.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem z ta-
blic matematycznych wymienionych w punkcie 5.) zostaje on wykluczony z Konkursu.



ZADANIE NR 1 (5p)

Dany jest trojkat, ktérego dtugosci bokéw tworza ciag geometryczny. Wyznacz ograniczenia dolne
i gérne na iloraz tego ciagu.

ZADANIE NR 2 (9p)

Dane sa dwa okregi: 22 +y? =4 —m oraz 22+ y? = m — 2. Dla jakiej wartoéci parametru m suma
odwrotnoéci dtugosci promieni tych okregéw ma wartos¢ najmniejsza?

Wykaz, ze dla wszystkich dopuszczalnych wartosci m zachodzi: % + % > r1 + ro, gdzie r1,7r2 sa
promieniami zadanych okregéw.

Wskazéwka /Przyklad Aby wyznaczy¢ pochodng funkcji zlozonej f(x) = (g(x))?, stosujemy naste-
pujacy wzor

f'(@) = a(g()*™" ¢ ().
Dla przykladu, dla funkcji f(z) = (422 — 2z +1)75, otrzymujemy f'(z) = —5- (422 —2+1)76- (8x —1).

ZADANIE NR 3 (7p)

Udowodnij, ze

Va—1+vVb—1++vVe—-1< clab+1)

dla dowolnych a, b, c > 1.
ZADANIE NR 4 (15p)

Definicja 1. (prawdopodobieristwo geometryczne - model jednowymiarowy*)
Niech Q = [a,b] dla pewnych a < b, a,b € R. Przez Z; oznaczmy rodzine przedzialéw domknietych
zawartych w €, oraz skonczonych sum takich przedzialéow, tj. elementami rodziny Z; sa zbiory postaci

[a1,b1] U ... U [an, by]

gdzien € Noraza < a; <b; <bdlat=1,...,n.
Dla zbioru A € 7, zdefiniujmy

P(A) := :é},

gdzie |Q| jest dlugoscia przedzialu [a, b], natomiast |A| to suma dlugosci przedzialéw tworzacych A.

Liczbe P(A) nazwiemy prawdopodobieristwem zdarzenia A.
Tréjke (2,71, P) nazwiemy jednowymiarowym modelem prawdopodobienistwa geometrycznego.

Przyktad 1. Joanna codziennie wychodzi z domu w losowej chwili miedzy godzing 5:00 a 5:30, przy
czym prawdopodobienstwo wyjscia w danym przedziale czasu zalezy tylko od dtugosci tego przedziatu.
Obliczymy prawdopodobienstwo tego, ze w danym dniu Joanna wyjdzie z domu albo nie pdzniej niz
0 5:10, albo nie wczesniej niz o 5:20.

Tres¢ problemu wskazuje, ze mozemy zastosowaé jednowymiarowy model prawdopodobienstwa geo-
metrycznego. Przyjmijmy Q = [0, 30]. Zbiér € jest wiec przedzialem czasu, w ktérym Joanna moze
wyj$¢ z domu. Szukamy prawdopodobienstwa zdarzenia

A = [0,10] U [20, 30]

!Przedstawione w treéci modele sg pewnymi wariantami bardziej zaawansowanego, ogélniejszego modelu prawdopo-
dobienstwa geometrycznego.



gdyz ono odpowiada wyjsciu Joanny w godzinach miedzy 5:00 a 5:10, lub miedzy 5:20 a 5:30. Zgodnie

z modelem,
B @ _10+10 2

Q- 30 3

P(A)

Prawdopodobienstwo, ze Joanna wyjdzie w deklarowanych godzinach wynosi %

Definicja 2. (prawdopodobieristwo geometryczne - model dwuwymiarowy)

Niech © C R? bedzie pewna figura geometryczng na plaszczyznie - kotem, czescig kota, prostokatem,
tréjkatem, etc. Przez Zs oznaczmy rodzine takich figur zawartych w (), oraz skonczonych sum takich

figur, tj. elementami rodziny Zs sa zbiory postaci
AiU...UA,

gdzie n € N oraz Ay, ..., A, sa pewnymi figurami zawartymi w €.
Dla zbioru A € Ty, zdefiniujmy

P(A) := :é:,

gdzie |Q| oraz |A| to pola zbioréw € oraz A (pole A to suma pél figur przy rozkladzie A na figury
rozlaczne). Liczbe P(A) nazwiemy prawdopodobiernstwem zdarzenia A.
Trojke (2, Zs, P) nazwiemy dwuwymiarowym modelem prawdopodobieristwa geometrycznego.

Przyktad 2. Filip strzela z tuku do okragtej tarczy, przy czym prawdopodobienstwo trafienia w
dany obszar tarczy zalezy tylko od pola tego obszaru (zakladamy, ze Filip zawsze trafia). Obliczymy
prawdopodobienstwo tego, ze Filip trafi w lewa polowe tarczy.

Tres¢ problemu wskazuje, ze mozemy zastosowaé¢ dwuwymiarowy model prawdopodobienstwa geome-

trycznego, oraz ze wymiary tarczy nie maja znaczenia. Mozemy wiec przyjaé, ze
Q={(z,y) eR*: 2® +9? < 1}

tj. zbior € jest kolem jednostkowym na plaszczyznie, reprezentujacym tarcze w ktéra trafia Filip.
Szukamy prawdopodobienstwa zdarzenia

A={(z,y) € Q: 2 <0},

czyli lewej potowy kota €, gdyz ona odpowiada lewej potowie tarczy. Zgodnie z modelem,

A 1 1
P<A)_|_277_

)
Prawdopodobienstwo, ze Filip trafi w lewa polowe tarczy wynosi %
W ponizszych zadaniach zakladamy, ze prawdopodobienstwa zaleza tylko od dlugosci/pél odpo-

wiednich odcinkéw/obszaréw i mozna do nich stosowa¢ modele geometryczne.

Problem do rozwigzania 4A (11p)

(a) Zgodnie z planem, autobus podjezdza na przystanek o godzinie 6:00, przy czym moze sp6znié
sie 0 maksymalnie 10 minut lub przyjecha¢ do 5 minut przed czasem. Po przyjezdzie, autobus
od razu rusza w dalsza droge.

Joanna przychodzi na przystanek punktualnie o godzinie 6:00 i czeka na autobus. Oblicz praw-
dopodobienistwo tego, ze uda jej sie wsias¢ do autobusu.

(b) Filip strzela z tuku do okraglej tarczy o promieniu 7 = 50 cm. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
ze odleglosé punktu p trafienia w tarcze od $rodka tarczy jest niemniejsze niz 10 cm.

(c) Joanna i Filip uméwili sie na spotkanie wieczorem miedzy godzina 18:00 a 19:00, przy czym
oboje przychodza w losowej chwili w tym zakresie czasu. Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze
Joanna i Filip nie beda na siebie czekali dtuzej niz 15 minut.



Definicja 3. (Rozszerzone modele prawdopodobiernstwa geometrycznego)
W naturalny sposob mozna rozszerzy¢ przedstawione modele o wigksze rodziny zbioréw. W modelu
dwuwymiarowym, przez IQ‘L oznaczmy rodzing zbioréw A postaci

A= ﬁ Ay, (1)
k=1

gdzie Ay, Ag, As, ... jest pewnym takim ciggiem zbioréw z rodziny Zs, ze
A1 DAD ... DAL D Ak D

Dla zbioru A postaci (1), definiujemy prawdopodobienstwo A nastepujaco

o o A
P(A) := klggo P(Ag) = khj& IR

Tréjke (2, Z,, P) nazwiemy rozszerzonym dwuwymiarowym modelem prawdopodobieristwa geometrycz-
nego. Analogicznie mozemy zdefiniowaé rozszerzony jednowymiarowy model.

W ponizszym punkcie zadania nalezy wykorzysta¢ model rozszerzony.

Problem do rozwigzania 4B (4 p)

(d) Filip strzela z tuku do okraglej tarczy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Filip trafi dokladnie
w $rodek tarczy.

ZADANIE NR 5 (15p)

Wiadomo, ze funkcja f: R — R ma dokladnie trzy rézne miejsca zerowe w punktach A, B, C oraz,

ze spelnione jest nastepujace rownanie funkcyjne:
f(2022 + x) = f(2022 —x), z€R. (2)

Znajdziemy sume A+ B + C.
Zdefiniujmy funkcje g: R — R wzorem g(z) = f(2022 + x) dla wszystkich z € R. Wéwczas réwnanie
(2) prowadzi nas do:

g(x) = f(2022 + z) = (2022 — x) = g(—z), =z €R.

Oznacza to, ze ¢ jest funkcja parzysta. Ponadto, ¢ ma tak jak f dokladnie trzy miejsca zerowe,
oznaczmy je przez Ay, By, Cy. Zauwazamy, ze skoro funkcja g jest parzysta, a miejsc zerowych jest
nieparzyscie wiele, to jednym z miejsc zerowych g musi by¢ zero (powiedzmy B, = 0), a pozostale
dwa rozkladaja sie symetrycznie wzgledem zera (czyli A; = —Cy). Ich suma wynosi wiec zero. Wynika
stad, ze suma miejsc zerowych funkcji f to

A+ B+ C = Ay + 2022 + By + 2022 + C, + 2022 = 6066.

Problem do rozwigzania (15p)
Rozwazmy funkcje f, dlan =0,1,2,..., dane wzorami:

fn(@) = fo(fn-1(z)), n=1,2,....



(a) Sprawdz, ze funkcje f,, n =0,1,2,... sa okreslone dla wszystkich x € R\ {0, 1}.

(b) Wyznacz f2022<4).

ZADANIE NR 6 (14p)

Kurs otwarcia akcji? pewnej spétki XYZ notowanej na gietdzie Papieréw Warto$ciowych w Warszawie
jest wyznaczany w drodze aukcji. W tym celu zbiera si¢ od inwestoréw zlecenia kupna i sprzedazy
z limitem ceny, a potem wyznacza si¢ kurs otwarcia. Limit ceny oznacza cene przy ktérej inwestor
zamierza kupi¢ badz sprzedaé akcje.

Niech A oznacza ustalony z géry, skoniczony zbiér wszystkich mozliwych cen akcji.
Zatézmy, ze inwestorzy chca tacznie zakupi¢ m € N akcji oraz sprzedaé¢ n € N akcji, tj.

m:ZKC, n:ZSC,

ceN ceA

gdzie K., S. oznaczaja, odpowiednio, taczna liczbe akcji, jaka inwestorzy chca zakupié¢ i sprzedac z li-
mitem ceny c. Ustawmy n +m limitow cen w ciag niemalejacy p1 < p2 < ... < pmyn. Stad i-ty wyraz
ciggu oznacza limit ceny w zleceniu kupna albo sprzedazy. Zatozymy dodatkowo, ze istnieje zlecenie
kupna oraz zlecenie sprzedazy, takie, ze limit ceny kupna nie jest mniejszy od limitu ceny sprzedazy.

Problem znalezienia kursu otwarcia dla akcji XYZ, sprowadza si¢ do wyznaczenia, tzw. przedziatu
kursow réwnowagi M = [pp,, pm+1], a nastepnie wyboru odpowiedniej wartosci z tego zbioru wg na-
stepujacego algorytmu:

1. Jezeli py, = pma1, to kurs otwarcia jest réwny pn,, o ile p,, € A; w przeciwnym wypadku kurs
nie jest wyznaczony.

2. Jezeli pp, < ppm41 oraz

a) (Pm,Pm+1) NA # 0, to wybieramy ten kurs ze zbioru (pm, pm+1) N A, ktéry jest najblize;
kursu zamkniecia;
b) (Pm,Pm+1) VA =0 oraz

(i) Pm,Pm+1 € A, to za kurs otwarcia przyjmujemy kurs ze zbioru {pm,pm+1}, ktory
minimalizuje niezrealizowane transakcje, tj. argmin,c g, » .1 NR(p) (patrz wzor (3));
jezeli oba minimalizuja, to wybieramy ten ktéry jest najblizej kursu zamkniecia;

(i1) pm € A i pms1 € A, to kurs otwarcia jest réwny pp;

(iil) pm & A1 pmy1 € A, to kurs otwarcia jest réwny pr41;

(iv) Pm,Pm+1 ¢ A, to kurs otwarcia nie jest wyznaczony.

W powyzszym, niezrealizowane transakcje dla limitu ceny p wyznacza si¢ ze wzoru

NR(p) = | YKo - Y S| (3)

czp c<p

Przyktad 1. Zlecenia biorace udzial w wyznaczaniu kursu otwarcia akcji XYZ z kursem zamkniecia
rownym 21,00 sa zaprezentowane w ponizszej tabeli

2Kurs otwarcia oznacza pierwszg cene po ktérej zrealizowana zostanie transakcja kupna-sprzedazy w danym dniu
sesyjnym.



Kupno Limit ceny  Sprzedaz

12 30,00 5
- 20,00 10
5 10,00 10

Zalézmy, ze
A ={10,00;10,01;...;30,00}.

Znajdziemy kurs otwarcia.

7Z tabeli wynika, ze inwestorzy chcg zakupi¢ m = 12+5 = 17 akcji oraz chcg sprzeda¢ n = 1041045 =
25 akeji. Wéwezas ciag (p;)#2, jest nastepujacy

p1=...=p15 =10, p1g = ... = pa5 = 20, p2g = ... = ps2 = 30.

Stad przedzial kurséw réwnowagi jest postaci M = [pi7,p18] = [20,00; 20,00] = {20,00}. Zgodnie
z punktem pierwszym algorytmu, kurs otwarcia wynosi 20,00, bo 20,00 € A.

Zadanie do rozwigzania (14p)
Zlecenia biorace udzial w wyznaczaniu kursu otwarcia akcji XYZ z kursem zamkniecia réwnym 20,05
sg zaprezentowane w ponizszej tabeli

Kupno Limit ceny  Sprzedaz

200 20,06 -
600 20,05 -
100 20,04 3000
400 20,03 -
2500 20,02 400
- 20,01 500

Zakladamy, ze A = {19,50;19,51;...;20,49;20,50}. Postugujac sie wyzej wprowadzonymi oznacze-
niami, wyznacz:

1. m;

2. pm Oraz pm41;

3. przedzial kurséw réwnowagi;

4. NR(p) dla p € {20,01;20,02;20,03; 20,04; 20,05; 20,06 };

5. kurs otwarcia.



ZADANIE NR 7 (15p)

Matematycy czesto sie spieraja, czy zero jest liczba naturalna, czy moze liczby naturalne powinny
rozpoczynaé sie od jedynki. Oczywiscie chodzi tylko o to, ktére podejscie jest tadniejsze i wygodniej-
sze, bo poprawne sg oba, o ile sa prawidtowo zdefiniowane i konsekwentnie stosowane.

,Liczba naturalna wyrazata sie liczba landrynkéw w puszce, z ktorej czestowal mnie méj dziadek”
rzucit w korytarzu Instytutu do kolegi prof. Nojmanski. To akurat nie byt najlepszy przyktad, bo
puszka dziadka nigdy nie byta pusta, ale jego rozméwca, prof. Matematysiak tego nie wiedziat. Tak sie
zdenerwowal, ze popelnil btad, ktéry kazdemu z nas sie kiedy$ przydarzyl: ,,Zero nie jest naturalng
cyfra i nigdy nie bylo!” odpowiedzial. A potem, mimo $miechu kolegi, pomyslat: ,moze to nie jest taki
glupi pomyst, przeciez jesli zrezygnuje z uzywania cyfry «0» to moze nie uda si¢ zapisa¢ w naturalny
sposéb liczby zero”.

Zaczal sie zastanawiaé: liczby od 1 do 9 to tatwo, 11 bedzie oznacza¢ w nowym systemie liczbe 1-9+1,
czyli dziesieé, 19 — to liczba 1 -9 + 9, czyli osiemnascie, 21 to dziewietnascie, 111 to dziewieédziesiat
jeden. A dalej? A jak zakodowaé tysiac? A w jaki sposéb wykonywaé dzialania w nowym systemie
liczbowym? Musze to przemysle¢ — powiedzial do zapatrzonego Nojmanskiego (prof. Matematysiak
nie zdawal sobie sprawy, ze gdy nad czyms si¢ zastanawia, to méwi gloéno do siebie). Moze poprosi¢
o pomoc jakiego$ mtodego czltowieka? I tu, drogi Czytelniku, pojawia sie¢ Twoje zadanie.

Warto zwrdci¢ uwage, ze w systemie prof. Matematysiaka:
e koduje si¢ wylacznie liczby catkowite, dodatnie;
e uzywa sie cyfr od ,,1” do ,,97;

e kolejna liczbe naturalna uzyskuje sie zmieniajac cyfre jednosci (na odpowiadajaca liczbie o jeden
wigkszej), a gdy wynosi ona ,9” zapisuje sie ,,1” i zamienia kolejna, najmniej znaczaca, cyfre,
wykonujac te operacje do skutku, od prawej do lewej strony. W razie gdyby konieczne bylo
zwiekszenie liczby cyfr, dopisuje sie cyfre 1”7 na najbardziej znaczacej pozycji (tzn. po lewej
stronie), zatem

e dowolna liczba (n + 1)-cyfrowa jest wieksza od kazdej liczby n-cyfrowej.

System nie jest wiec bardzo skomplikowany, wyglada analogicznie do zwyklego systemu dziesietnego,
jedyne co utrudnia kodowanie to ten brak cyfry ,0”. Liczby w systemie prof. Matematysiaka bedziemy
oznaczaé przez x,r, gdzie x jest ciagiem cyfr (bez zer). Dla przykladu

e 11, =10
o 51y = 46
o 111, =91
e 121, = 100

e 1331, = 1000
e (6543, = 4818
e 999999, = 597870

Problemy do rozwigzania (15p)

Dokonaé¢ zamiany na system dziesietny:



(a) 1234y,
(b) 9291y

(c) 1991,

Dokonaé zamiany na system prof. Matematysiaka:
(d) 1234
(e) 3291

(f) 7991

Wykonaé¢ dzialania w systemie prof. Matematysiaka:
(g) 654357 + 2111y
(h) 1293, + 3216
(i) 79916525 + 117327,
(j) 6531792, — 1239382,
)

(k) 162357 - 123





