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Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 50.

. Pierwszy etap Konkursu sktada sie z 20 pytan testowych.

. Kazde z zadan 1-10 sktada si¢ z trzech niezaleznych od siebie podpunktow. Kazde
z zadan 11-20 sktada sie z czterech niezaleznych od siebie podpunktow. Do kazdego
z podpunktow nalezy udzieli¢ odpowiedzi TAK (gdy potwierdzamy prawdziwosé roz-
patrywanego zdania) lub NIE (gdy uznajemy rozpatrywane zdanie za falszywe), badz
pozostawié¢ pole puste (jesli nie chcemy odpowiada¢ na dany podpunkt). Po zakon-
czeniu wypelniania testu, nalezy nanie$¢ odpowiedzi w KARCIE ODPOWIEDZI.
Punktacja za kazde zadanie jest nastepujaca:

e 0 punktéw w przypadku udzielenia co najmniej jednej btednej odpowiedzi na
jeden z podpunktow zadania lub nieudzielenia odpowiedzi na zaden z podpunktéw
zadania;

e n — 1 punktéw w przypadku, gdy udzieli sie poprawnych odpowiedzi na n pod-
punktéw w zadaniu i nie udzieli sie zadnej btednej odpowiedzi na ktorykolwiek
z podpunktéw w zadaniu.

. Zabrania sie korzystania z korektora. W przypadku pomytki w tescie odpowiedz nalezy
przekresli¢, zag nowa odpowiedz zaznaczy¢ po lewej stronie miejsca przeznaczonego na
odpowiedz.

. Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzoréw matematycznych” i kalku-
latorow.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu zostaje on wy-
kluczony z Konkursu.



Oznaczenia i definicje

Symbolem R oznaczamy zbior liczb rzeczywistych.

Symbolem Q oznaczamy zbiér liczb wymiernych.

Symbolem Z oznaczamy zbior liczb catkowitych.

Symbolem N oznaczamy zbior liczb naturalnych. Przyjmujemy, ze 0 nie jest liczba naturalna.

Dla liczb rzeczywistych a, b spelniajacych nieréwno$é a < b, przez [a,b] oznaczamy zbiér
liczb rzeczywistych x czynigcych zado$é nieréwnosci a < z < b. Analogicznie definiujemy

zbiory (a,b), (a,b],|a,b).

Powiemy, ze zbiér A C R jest ograniczony, jedli istnieje taka liczba M € R, ze |z| < M dla
kazdego = € A. Powiemy, ze zbiér A C R jest nieograniczony, jesli nie jest ograniczony.

Funkcje f: R — R nazywamy surjekcja, jesli jej zbiorem wartosci jest R.

Funkcje f: R — R nazywamy réznowartosciowa, jesli f(x) # f(y) dla dowolonych réznych
z,y € R.

Funkcje f: R — R nazywamy bijekcja, jesli jest roznowarto$ciows surjekcja na R.

Niech D C R bedzie niepustym zbiorem. Funkcje f: D — R nazywamy ograniczona, jesli
jej zbior wartosci jest ograniczony. Funkcje f: D — R nazywamy nieograniczona, jesli nie
jest ograniczona.

Niech f,g: R — R beda funkcjami.
e Sumag funkcji f i g nazywamy funkcje f + g: R — R zdefiniowang wzorem
(f +9)(x) = f(z) + g(x).
e Iloczynem funkcji f i ¢ nazywamy funkcje fg: R — R zdefiniowang wzorem
(fg)(x) = f(x)g(x).

o Zlozeniem funkcji f z funkcjg g nazywamy funkcje go f: R — R zdefiniowana
wzorem

(go f)(x) = g(f(x)).

Niech X bedzie niepustym zbiorem. Dla n € N niech A,, C X. Dla ny € N definiujemy zbiory
U2, Ais Niz,, Ai W nastepujacy sposéb:

e I E Ufino A; wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje takie n > ng, ze x € Ay;

e T E ﬂfino A; wtedy i tylko wtedy, gdy = € A,, dla kazdego n > ny.

Dla zbioru X przez X x X oznaczamy zbiér par uporzadkowanych {(x,y) : =,y € X},



Zadanie 1. Ocen prawdziwos¢ zdan.

[ | Istnieje cigg liczb niewymiernych zbiezny do liczby wymierne;j.
[ | Granica dowolnego zbieznego ciggu liczb dodatnich jest liczba dodatnia.

[ | Istnieje ciag liczb dodatnich zbiezny do liczby ujemne;.

Zadanie 2. Okre$lmy dzialania +,-: R? x R? — R?, || - || : R? — R wzorami
(@,b) + (ed) = (a+ ¢, b+ d),
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd, ad + bc),

l(@,b)l| = Ve T B2,

Ocen, czy ponizsze zaleznosci sg prawdziwe dla wszystkich a, b, c,d € R:

[ 1 @.b) + (e, d)I* +1I(a,b) + (¢, =d) || = 2([I(a, )1 + [[(c. d)[I?);
[ 1 @, b) - (e, ) = ll(a, B)* (e, D)%
[ ] lac+bd] < ||(a,0)]ll|(c, d)]-

Zadanie 3. Funkcje p: N — {—1,0,1} okre$lona wzorem:

1 gdy n =1,

-1 gdy n jest liczbg pierwsza,

0 gdy n jest podzielna przez kwadrat liczby pierwszej,
(—=1)* gdy n jest iloczynem k réznych liczb pierwszych, k > 2.

nazywamy funkcja Mdébiusa. Ocen prawdziwos$é ponizszych zdan:

[ ] w(20) = 0;
[ 1 pB0)=1;
[ | dla kazdego n € N zachodzi réwnosé pu(n)u(n + 1)u(n + 2)u(n 4+ 3) = 0.

Zadanie 4. Ocen, czy liczba 486 4 4184 —17:

[ | jest podzielna przez 20;
[ | jest podzielna przez 17;
[ | przy dzieleniu przez 4 daje reszte 1.

Zadanie 5. Czy wielomian P(z) jest podzielny przez wielomian W (z) = 2% — 5z + 6, jezeli:
[ ] P(x) =%+ (V2= 5)2% + (6 — 5v/2)z + 6/2;
[ ] P(z) =a* — 523 + 72® — 5o + 12;

[ | Plz)=W(x)+W(x) (x—-7)+T77



Zadanie 6. Dla a, b, ¢ € R definiujemy f: R — R wzorem f(z) = ax® + b|x| + ¢. Ocet
prawdziwos¢ zdan.

[ ] Jedli b* — 4ac > 0, to f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe.
[ | Dla dowolnych a, b, ¢ € R\ {0} funkcja f jest nieograniczona.
[ | Dla dowolnych a, b, ¢ € R funkcja f ma co najwyzej dwa miejsca zerowe.

Zadanie 7. Ocen, czy dla dowolnej funkcji f : [0, 2] — R $cisle rosnacej na (0, 1) prawdziwe
sg zdania:

[ | jesli f jest ciagla, to jest SciSle rosnaca na [0, 1];
[ | jesli f jest cidle rosnaca na {0} U [1,2], to jest SciSle rosnaca na [0, 2[;

[ ] jesli f(3) < 01 f(3) > 0, to f ma przynajmniej jedno miejsce zerowe w przedziale

0,1).

Zadanie 8. Ocen, czy dla dowolnej funkcji f : (0,1) — R prawdziwe sa zdania:

[ | jesli f jest funkcja monotoniczna, to f posiada granice lewostronnag w 1;
[ | jesli f jest funkcja monotoniczna, to funkcja g(x) = sin(f(z)) jest monotoniczna;
[ | jesli f jest funkcja ciagla i réznowartosciowa, to f jest monotoniczna.

Zadanie 9. Definiujemy f: R — R wzorem f(x) = (2+6v7)z%+ (3+v7)x 45— /7. Ocenr

prawdziwos¢ zdan.

[ | Istnieja doktadnie dwa punkty nalezace do wykresu funkcji f, ktérych obie wsp6irzedne
sg liczbami catkowitymi.

[ | Istnieje dokladnie jeden punkt nalezacy do wykresu funkcji f, ktérego dokltadnie jedna
wspotrzedna jest liczbg catkowita.

[ | Suma rzednych wszystkich punktéw nalezacych do wykresu funkeji f o obu wspéhrzed-
nych wymiernych wynosi 10%.

Zadanie 10. Powiemy, ze funkcja f: R — R jest afiniczna, jesli wyraza sie wzorem f(z) =
ax + b dla pewnych a, b € R. Ocen prawdziwos$¢ zdan.

[ | Hoczyn dowolnych dwéch funkeji afinicznych jest funkcja afiniczna.
[ | Ztozenie dowolnych dwdch funkeji afinicznych jest funkcja afiniczna.

[ | Ztozenie dowolnych dwdéch réznowartosciowych funkeji afinicznych jest surjekeja.



Zadanie 11. Ocen, czy dla dowolnych zbioréw X # (), A, B, Ay, Ay, As, ... C X prawdziwe
sg zdania.

[ | Réwnosé AU B = B ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy A C B.

[ ] Réwnosé¢ (A\ B)U (B\ A) = (AU B) \ (AN B) ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy
AcC X\ B.

[ 1 BnUZ A =UZi(BN A).
[ ] BUNZ, A =2, Ai wtedy i tylko wtedy, gdy B C A,, dla pewnego n € N.

Zadanie 12. Ocen, czy dla dowolnych zbioréw A, B, C' C R prawdziwe sg zdania.

[ | Zbior A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru ograniczonego
D C R zbiér AU D jest ograniczony.

[ | Jedli AU B jest ograniczony, to A jest ograniczony.
[ | Jedli A oraz (C'N A)\ B sa ograniczone, to C' jest ograniczony.

[ | Jesli C oraz (AU B) \ C sa ograniczone, to A i B sa ograniczone.

n

Zadanie 13. Dla n € N oraz ay,...,a, € R niech > a; = a; + as + az + - -+ + a,. Ocenn
i=1

prawdziwos¢ ponizszych zdan.

-

[ | Zbiér { o

L :neN } jest nieograniczony.

=1

M=

[ ] Zbioe {

3%. 'n e N} jest ograniczony.

Il
—

[ | Dla kazdego ¢ € (0, 1) zbiér {E ¢ :ne N} jest ograniczony.

=1

[ | Zbi6r {Z ¢ :neN|q < 1} jest ograniczony.

i=1

Zadanie 14. Ocen prawdziwo$é zdan.
[ ] (071) :Uim[%:l_%]
[ ] (_171] :Uzl(_%vl—i_%)
[ ] (roo ) =US, [+ +1,1 - 1)
(_

[T LD =NE (=014 9)



Zadanie 15. Ocen, czy dla kazdych liczb rzeczywistych a < b < ¢ i dla kazdej funkcji
rézniczkowalnej f: (a,b) U (b, c) — R prawdziwe sa zdania.

[ | Jesli f ma doktadnie jedno minimum lokalne m i dokladnie jedno maksimum lokalne

M, tom < M.

[ | Jedli lim, o+ f(z) = —1 1 lim,_,.- f(z) = 1, to f ma przynajmniej jedno miejsce
ZErowe.

[ ] Jeslilim, o+ f(2) = =21 lim, - f(z) = —o0 oraz f(z) = 2 dla pewnego zy € (a,b),

to f ma przynajmniej dwa miejsca zerowe.
[ | Funkcja f osiaga warto$é najwieksza lub najmniejsza.

Zadanie 16. Ocen prawdziwosé¢ zdan.

[ | Dla dowolnych funkeji f,g: R — R jesli ztozenie f o g jest funkcja réznowartos$ciowa,
to f jest funkcja réznowarto$ciows.

[ | Dla dowolnych funkeji f,g: R — R jesli ztozenie f o g jest funkcja réznowartosciowa,
to g jest funkcja réoznowartosciowa.

[ | Dla dowolnych bijekcji f,g: R — R, zlozenie f o g jest bijekcja.

[ | Dla dowolnych funkcji réznowartosciowych f,g: R — R, ztozenie f o g jest funkcja
roznowarto$ciowsq.

Zadanie 17. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Powiemy ze funkcja d: X x X — [0, +00)
jest metryka w X, jesli spetnione sa warunki:

(1) d(z,y) =0 < x =y dla wszystkich z,y € X;

—~
[\
~—

d(xz,y) = d(y, x) dla wszystkich z,y € X;
(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) dla wszystkich z,y, z € X.

Ocen prawdziwos¢ zdan.

[ | Funkcja d: R x R — [0, +00) dana wzorem d(z,y) = |z — 3y| jest metryka w R.
[ ] Funkcja d: R x R — [0, +00) dana wzorem d(z,y) = /22 + 32 jest metryka w R.
[ ] Funkcja d: R* x R? — [0, +00) dana wzorem
d((w1,22), (y1,92)) = |21 — 11| + |22 — 2
jest metrykag w R,

[ ] Funkcja d: R x R — [0, 4+00) dana wzorem

0 dlax =y,
d pum
() {1 dlax #y

jest metryka w R.



Zadanie 18. Niech X bedzie niepustym zbiorem. Dowolny podzbiér ~C X x X nazywamy
relacja na X. Dla prostoty przyjmujemy, ze napis "z ~ y” oznacza dokladnie tyle, co
"(x,y) €~". Powiemy, ze relacja ~C X x X jest relacjag réwnowaznosci na X, jedli dla
wszystkich x,y, 2z € X spelnione sg warunki:

o x ~ x (zwrotnosé);
o jeslix ~y, to y ~ z (symetria);

e jeSlizx~yiyn~ z tox ~ z (przechodniosé).

Okreslmy na Z relacje ~ nastepujaco: z ~ k wtedy i tylko wtedy gdy z — k jest podzielna
przez 2. Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan:

[ | ~ jest relacja réwnowaznosci.
[ | Zbiory {z:z ~ 1},{z: z ~ 2} posiadaja wspélny element.
[ | {z:2~k}U{z:2~Ek+ 1} =Z dla kazdego k € Z.

[ | {z:2~4} #{z: 2~ 8}

Zadanie 19. Niech X bedzie niepustym zbiorem i niech x: X x X — X bedzie dziataniem.
Powiemy, ze para (X, *) jest grupa, jesli spelnione sa warunki:

(a) dla wszystkich x,y, z € X zachodzi réwnosé (z xy) x z = = x (y x 2);
(b) istnieje taki element e € X, ze dla kazdego x € X zachodza réwnosci exx = zxe = x;

(c) dla kazdego = € X istnieje taki y € X, ze zachodza réwnosci x xy = yxx = e, gdzie e
jest elementem spetniajacym warunek z punktu (b).

Ocen, czy podane pary sa grupami.

[ ]

(
[ | (Q,-), gdzie - jest (zwyklym) mnozeniem liczb;
(

[ ]

[ | (X,0), gdzie X oznacza zbiér surjekcji f: R — R, a o jest sktadaniem funkcji.

N, +), gdzie + jest (zwyklym) dodawaniem liczb;

X, 0), gdzie X oznacza zbiér bijekcji f: R — R, a o jest sktadaniem funkcji;

Zadanie 20. Dlan > 2 niech Z,, = {0, 1, ...,n—1} i niech a (mod n) oznacza reszte z dzielenia
liczby a € Z przez n. Okredlmy dziatania +,,-, : Z, X Z, — Z, wzorami a +, b =
(a+b) (modn), a-,b:= (ab) (modn). Ocen, czy ponizsze zdania sa prawdziwe dla dowolnego
n > 2oraz a,b,c € Zy:

[ | (@4, 0)+,c=a+, (b+,c);
[ ] (@4+nd)nec=1(anc)+n(byo)
[ ](a~nb)'ncza~n(b~nc);

[ | istnieje takie d € Z,, ze a -, d = 1.
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