IX Wojewédzki Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki”
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego

Etap drugi - 21 lutego 2017 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

. Drugi etap Konkursu sktada sie z 4 zadan z trescia oraz 3 zadan z matematyki wyzszej - do

zadan tych dotaczone sa definicje, twierdzenia i przykltady pomocne w ich rozwiazywaniu.
. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy jego numerze.
. Zabrania sie korzystania z korektora.

. Dozwolone jest korzystanie z ,,Zestawu wybranych wzoréw matematycznych” wydawanych

przez Centralng Komisje Egzaminacyjna.
. Zabrania sie korzystania z kalkulatora.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem

z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Konkursu.



Zadanie 1 (10 punktéw)

Zaokraglonym o p% kwadratem, gdzie p € [0, 100], nazywamy figure geometryczna, ktéra pow-
staje w wyniku wykonania nastepujacego algorytmu:

(i) Z kazdego z czterech bokéw kwadratu usuwamy dwa odcinki zawarte w tym boku, ktérych
jeden koniec znajduje si¢ w wierzchotku kwadratu, za$ jego dtugos¢ wynosi £% dtugosci boku
kwadratu. W ten sposob otrzymujemy cztery odcinki bedace czescia wyjSciowego kwadratu.
(ii) Laczymy ze soba tukiem (wycinkiem okregu) cztery pary najblizszych koncéw odcinkéw
(stanowigcych wyjsciowo czesci sasiednich bokéw).

W ten sposdb otrzymujemy zaokraglony o p% kwadrat. W szczegdlnym przypadku zaokraglony
0 0% kwadrat jest kwadratem, a zaokraglony o 100% kwadrat jest kotem. Znalez¢ obwdd i pole
powierzchni zaokraglonego o p% kwadratu o boku dtugosci a. Odpowiedz poda¢ jako funkcje

zmiennych p i a.

Zadanie 2 (10 punktéw)

W dwoch urnach znajduje sie jednakowa liczb kul. Kule te sg cale biate lub cate czarne. Po kolei
z kazdej z urn losujemy ze zwracaniem n kul, gdzie n > 2. Wiadomo, ze prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na wylosowaniu n razy kuli bialej z pierwszej urny réwne jest praw-
dopodobienistwu wylosowania z urny drugiej n razy kuli czarnej lub n razy kuli biatej. Poda¢

wszystkie mozliwe wartosSci n oraz mozliwe zawartosci urn pierwszej i drugie;j.

Zadanie 3 (10 punktéw)
Znalez¢ réwnanie krzywej, ktora sktada sie z punktéw réwnoodlegltych od punktu (—4,0) oraz

okregu o réwnaniu z? + y? = 4.

Zadanie 4 (10 punktéw)

(a) Dla jakich warto$ci rzeczywistych m wielomian z3 + y3 + 23 4+ mayz jest podzielny przez
T +y+2?

(b) Wykazaé, ze jesli réwnanie 22 + p2? + ¢z + r = 0 ma trzy rézne pierwiastki rzeczywiste, to

p* > 3q.



Zadanie 5 (13 punktéw)

Definicja 1. Relacja dwuargumentowa w zbiorze X nazywamy dowolny podzbiér R C X x X
(tj. dowolny zbiér par uporzadkowanych o poprzednikach i nastepnikach ze zbioru X). W dal-
szej czesci bedziemy mowili tylko o relacjach dwuargumentowych nazywajac je dla prostoty

relacjami.

Przyklad. Klasycznie rozumiana nieréwnos¢ < jest relacjq w zbiorze N = {1,2,3,...}. Wobec
przyjetej Definicji 1
<={(z,y) eN*: 2 <y}
(oczywiscie utozsamiamy zapis (x,y) €< z zapisem z < y).
Definicja 2. Relacje R w zbiorze X nazywamy relacja czesciowego preporzadku, jesli jest:

e zwrotna, tj. zRx dla kazdego = € X;

e przechodnia, tj. dla wszystkich z,y, z € X jesli 2Ry i yRz, to zRz.
Przyklad. Nieréwnos¢ < w zbiorze N jest relacja czeSciowego preporzadku. Istotnie:

e oczywiscie dla kazdego n € N mamy n < n;

e oczywiscie, jeslin,m,k € Norazn <mim <k,ton <k.

Definicja 3. Relacje czeSciowego preporzadku R w zbiorze X nazywamy relacja czesciowego

porzadku jesli jest stabo-antysymetryczna, tj. dla z,y € X jesli Ry oraz yRz, to x = y.

Przyklad. Nier6éwnos$¢ < w zbiorze N jest relacjq czesciowego porzadku. Istotnie, wiemy juz, ze

jest czesciowym preporzadkiem oraz oczywiscie dla n,m € N jeslin < m oraz m <n, ton = m.

Definicja 4. Symbolem NV oznaczamy zbiér wszystkich funkcji f : N — N. Pamietajac, ze
zwyczajowo funkcje o dziedzinie N nazywa sie ciagami, to zbiér NV jest, innymi stowy, zbiorem

wszystkich ciggdw o wyrazach bedacych liczbami naturalnymi.

Definicja 5. W zbiorze NN zdefiniujmy relacje <* w nastepujacy sposéb: dla f, g € NI powiemy,
ze f <* g wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje £ € N takie, ze f(n) < g(n) dla wszystkich n > k
(tj. od pewnego miejsca, oznaczonego numerem k, wyrazy ciagu f sa mniejsze lub réwne

odpowiednim wyrazom ciagu g).

Przyktad. (a) dla f = (3,2,1,2,2,2,2,...),9 = (1,1,1,3,2,3,2,...) mamy, ze f,g € N oraz

f <* g poniewaz dla k =3in > 3 mamy f(n) < g(n);



(b) dla f = (1,2,1,2,1,2,...),9 = (2,1,2,1,2,1,...) mamy, ze f,g € NN oraz f £* gig £* f

(méwimy, ze elementy f i g sa nieporownywalne).
Twierdzenie 1. Relacja <* w zbiorze N jest relacja cze$ciowego preporzadku.

Definicja 6. Niech A C NV, Powiemy, ze zbidr ten jest ograniczony z géry, jedli istnieje f € NV

taka, ze dla wszystkich ¢ € A mamy g <* f.

Przyklad. Zbidr A = {f, g} (gdzie f, g sa z Przyktadu (a)) jest ograniczony z géry. Istotnie dla

h=(3,3,3,...) € NN mamy, ze f <* h oraz g <* h.

Zadania do wykonania
Wszystkie ponizsze zadania nalezy rozwigzac osobno.
1. (2 punkty) Wykaz, ze relacja <* w zbiorze NN nie jest relacja cze$ciowego porzadku, tj. ze
nie jest stabo-antysymetryczna.
2. (3 punkty) Wykaz, ze dowolny skoniczony zbiér A C N jest ograniczony z gory.
3. (3 punkty) Wykaz, ze zbiér A C NN sktadajacy sie ze wszystkich ciagdw statych jest ogranic-
zony z gory.
4. (6 punktéw) Wykaz, ze dla dowolnego A = {f,, : n € N} C NN (. dla dowolnego przeliczal-

nego podzbioru zbioru NY) zbiér A jest ograniczony z géry.



Zadanie 6 (14 punktéw)

Definicja 7. Niech n € N. Przestrzenia kartezjanska R" nazywamy zbior
R"™ := {(v1,...,vp) : 1, ..., 05 € R}

Elementy R" nazywamy wektorami. Jezeli v = (vy,...,v,) € R", to norma wektora v nazy-

[[v]] == \/v? + ... +v2.

Przyktad. (1) Plaszczyzna XY moze by¢ utozsamiana z przestrzenia kartezjariska R2. Istotnie,

wamy liczbe:

kazdy punkt ptaszczyzny v ma dwie wspotrzedne z, y. Mozemy wiec zapisa¢ v = (z,y). W takim
przypadku, norma wektora ||v|| moze by¢ interpretowana jako odlegtos$¢ punktu v od poczatku
uktadu wspoétrzednych.

Np.

1(2,1)]| = V22 + 12 = V/5.

(2) Przestrzen tréjwymiarowa XY Z moze by¢ utozsamiona z przestrzenia kartezjariskg R3. Is-
totnie, kazdy punkt v przestrzeni XY Z ma trzy wspotrzedne z,y,z. Mozemy wiec zapisac
v = (z,y,z). W takim przypadku, norma wektora ||v|| réwniez moze by¢ interpretowana jako
odlegtos¢ punktu v od poczatku uktadu wspoétrzednych.

Np.

1(=2,0,3)] = v/(~2)? + 02 + 32 = V13.

Definicja 8. W przestrzeni kartezjaniskiej R” wprowadzmy dzialania dodawania wektorow
i mnozenia wektora przez liczbe: jezeli v = (vy,...,v,),w = (w1,...,w,) € R" oraz a € R, to
definujemy:

v+ w = (V] F Wi, ey Uy + Wy),

av := (avy, ..., avy).

Przyklad.
(25 35 47 1) + (_27 37 17 0) = (07 67 57 1):

3(—1,2,0,1) = (—3,6,0,3).

Uwaga. Dodawanie wektoréw mozemy rozszerzy¢ na wiekszg ich liczbe, np. dlav = (v, ...,v,), w =

(w1, .oy wy), u = (ug,...,u,) € R™, definiujemy:

v+ w+ui= (v +wp + Uty e, Uy + Wy F Up).



Definicja 9. Niech v = (v1, ..., v,),w = (w1, ..., w,) € R™. lloczynem skalarnym wektoréw v, w
nazywamy liczbe:

< vlw >:=viwy + ... + Vywy.
Przyktad. Dlav = (1,2,3,0),w = (0,—1,2,1), mamy
<vlw>=1-0+2-(-1)+3-2+0-1=4.

Twierdzenie 2. (podstawowe wilasnosci iloczynu skalarnego)

Niech v, w,u € R™ oraz a € R. Wéwczas:
1) <v|w>=< w|v >;
(i) <v+ulw>=<vjw>+ <ulw>;
(iiD) <v|lw+u>=<v|lw >+ < v|u>;
(iv) < avjlw >=<vlaw >=a < vjw >;
V) <oy >=|v]|%

Definicja 10. (1) Powiemy, ze wektory v, w € R" sg prostopadte, jezeli iloczyn skalarny
< v|w >= 0. Piszemy wtedy v L w.
(2) Powiemy, ze wektory v,w € R" sa rownolegtle, jezeli dla pewnego a € R, v = aw lub

w = av. Piszemy wtedy v || w.

Uwaga. W przypadku ptaszczyzny R? i przestrzeni R?, prostopadto$é¢é wektorédw v, w oznacza
prostopadtos¢ odpowiednich odcinkéw zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych i o kon-
cach w punktach, odpowiednio, v, w. Np. wektory (1,1) i (—1,1) sa prostopadte w R2.

Podobnie mozna interpretowaé zdefiniowane pojecie réwnoleglosci. Np. wektory (1,1)1 (-2, —2)

sg réwnolegte.

Twierdzenie 3. (Twierdzenie Pitagorasa)

Niech v, w € R™ beda prostopadte. Wéweczas:

o+ wll = Vo] + [[wl]]?.

Dowdéd. Niech v, w € R™ beda prostopadte. Mamy (ponizej odwotujemy sie gléwnie do warunkéw

z Twierdzenia 2):
v+ w|]* = {war. W)} =<v+wpy+w>={war (i)} =<vv+w>+<wpytw>=
={war. (i)} = <vfv >+ <vjw>+ <wlv >+ <ww>=
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= { prostopadto$é v, w} = < v|v > +0 + 0+ < wjw > = {war. W)} = |[v||* + ||w||?

Stad, wobec nieujemnosci normy wektoréw, mamy

v+ wl| = V[[v][? + [[w]]?

Zadania do wykonania
1. (2 punkty) Niech v = (=2,2,2,1), u = (0,1,-3,4), w = (0,—3, %, -2) € R%. Sposréd po-
danych wektoréw, wskaza¢ pary wektorow prostopadtych i pary wektoréw rownoleglych. Uza-
sadnij swdj wybor.
2. (2 punkty) Niech v = (2,v/2, —1,0) € R*. Wskazaé¢ dwa nieréwnolegte wektory u,w € R*
takie, ze v | w oraz v | w. Uzasadnij swo6j wybor.
3. Wykona¢ jedno z ponizszych zadan (bedacych uogdlnieniami twierdzenia Pitagorasa):
Wariant (a) za 3 punkty: Niech v, w,u € R" beda parami prostopadte, tj. v L w, v L w, v 1 w.

Pokaza¢, ze

o+ w + ull = /][0l + [[w]]? + [[u] 2.

Wariant (b) za 5 punktéw: Niech & € N i niech v!,..., 0¥

v Lol dlaid,je{l1,..,k},i+# j. Pokaza¢, ze

€ R” beda parami prostopadte, tj.

[0 4+ e 0] = (/0T [2 4 oo+ [[0F] 2.

4. (5 punktéw) Niech w,v € R" i zalézmy, ze v # (0,...,0). Pokazaé, Ze w mozna roztozy¢
na sume dwoch wektoréw: prostopadlego do v i réwnoleglego do v. Doktadniej, pokazaé, ze
istniejq wektory w’, w” € R™ spelniajace nastepujace warunki:

D w=uv+u";

(i) w' || v;

(i) w"” L v.

Czy wektory w' i w” z powyzszego przedstawienia sq wyznaczone jednoznacznie?



Zadanie 7 (13 punktéw)

Definicja 11. Funkcjg akumulacji nazywamy niemalejaca funkcje a : [0, 00) — R taka, ze a (0) =
1.

Uwaga. Funkcja akumulacji wykorzystywana jest w matematyce finansowej do wyliczania przysztej
wartosci, po czasie t > 0, jednej jednostki monetarnej zainwestowanej w chwili 0. Jednostka,
w ktérej mierzymy czas, nazywana jest okresem bazowym - moze by¢ to na przyklad dzien,
miesiac, kwartat lub rok. W praktyce najczesciej korzysta sie z funkcji akumulacji postaci
a(t) = (1 +1)! (oprocentowanie sktadane), wraz z okresem bazowym réwnym jeden rok, gdzie
i jest stopa oprocentowania dla jednego okresu bazowego. Jej dziatanie opiera sie na tym,
ze odsetki za kazdy kolejny okres bazowy doliczane sa do kwoty kapitatu i pracujq na kolejne
odsetki. Aby obliczy¢ wartos¢ przyszig kwoty P > 0 w chwili ¢ > 0 wystarczy wyznaczy¢ P-a(t).

Przyklad. Rozwazmy piecioletnig inwestycje w banku, ktory oferuje stope oprocentowania i =
5% w skali roku. W chwili 0 wptacamy na konto kwote 1000 zt. Zgodnie ze wzorem obliczamy
wartos$¢ przyszia:

K - a(5) = 1000(1 + 0,05)° ~ 1276, 28.
Wielkos¢ (1 + ) nazywamy czynnikiem akumulujacym.

Definicja 12. Dla ustalonej stopy procentowej i > 0 wielkos¢ v = l%rz nazywamy wspotczyn-

nikiem dyskonta.

Uwaga. Wspdtczynnik dyskonta jest odwrotnoscig czynnika akumulacyjnego i stuzy on do wyz-
naczenia wielkos$ci kapitatu P jaki nalezy wplaci¢ w chwili 0, by po jednym okresie rozliczeniowym

uzyskac¢ kwote K > 0. Kwota P wyznaczana jest w oparciu o zaleznosc

K
P=K- -v= -.
141
Istotnie, jesli w chwili 0 wptacimy do banku kwote P = %, to po jednym okresie rozliczeniowym
jej wartos¢ wynosi
K
P-(1+i)' =P -(1+i)= (1+i) =K.
(1414) Ati) =1 1+9)

Definicja 13. Przeplywem pienieznym (cash-flow) nazywamy dowolny ciag (CFy) dla k =
0,1,...,n,n € Ny (ciag ten moze by¢ skoniczony lub nie), gdzie C'F}, oznacza wartos¢ przeptywu
pienieznego w chwili £ € {0,1,...,n}. Jezeli CF; > 0, to wéwczas w chwili £ wyplacamy z

banku wartos¢ C'F}, zas jesli CF}, < 0, to wptacamy od banku wartos¢ —C Fy,.



Przyklad. Rozwazmy sytuacje, w ktérej pobieramy w chwili ¢ = 0 kredyt w wysokosci 1000 zt,
a nastepnie sptacamy go w trzech réwnych ratach wynoszacych po 400 zt w chwilach ¢t = 1, 2, 3.

Wowczas przeplywem pienieznym jest ciag o wyrazach
CFy = 1000, CFy = —400, C'Fy = —400, CF3 = —400.

Definicja 14. Dla ustalonej stopy procentowej ¢ > 0 i ciagu przeplywdw pienieznych (CFy) dla
k=0,1,...,n, n € Ny, wartosciag obecna netto (net present value) inwestycji nazywamy wielko$¢
okreslong wzorem

NPV (i)=Y " - CF,
k=0

gdzie v jest wspotczynnikiem dyskonta. Zapis NPV (i) oznacza, ze warto$¢ obecna netto in-

westycji jest liczona przy stopie procentowej i.

Przyklad. Rozwazmy ponownie przyklad . Zalézmy dodatkowo, ze i = 10%. Woéwczas v =

1 _ 1 _ 10
1101 — 1,1 — 11 °oraz

3
NPV (i) = Y o*CF, =v"-1000 + v" - (—400) + v* - (—400) + v* - (—400)
k=0
10 10 10

2 3
1 —400- — —400-( — ) —400-| —= | =~5,26.
000 — 400 11 00 (11) 00 <11> 9,26

Definicja 15. Wewnetrzna stopa zwrotu (internal rate of return) odpowiadajaca przeptywowi

pienieznemu (CF},) nazywamy kazda liczbe TRR > —1 taka, ze NPV (IRR) = 0.

Przyklad. Rozwazmy ponownie przyktad . Aby wyznaczy¢ wewnetrzng stope zwrotu z danej

inwestycji, nalezy rozwiaza¢ réwnanie N PV (IRR) = 0, tzn.

1000 — 400v — 40002 — 40003 = 0,

gdZie V= ﬁ, Czyli

400 400 400

1000 — - —~ =0
1+IRR (1+IRR)> (1+IRR)?

Rozwiazujac powyzsze réwnanie wzgledem ITRR (gdzie IRR > —1) znajdujemy wewnetrzne
stopy zwrotu. Warto zauwazy¢, ze rGwnanie to moze mie¢ wiecej niz jedno rozwiazanie, a wiec

wewnetrzna stopa zwrotu / RR nie musi by¢ wyznaczona jednoznacznie.

Zadania do wykonania
Rozwazmy funkcje akumulacji postaci a (t) = (1 +1i)’, gdzie i > 0 oraz t > 0. Rozwazmy
trzyletnig inwestycje, ktéra generuje nastepujace przeplywy pieniezne: CFy = —432 zt, CF} =
1740 zt, CF, = —2300 z1, CF5 = 1000 zt.



1. (4 punkty) Wiedzac, ze jedna z wewnetrznych stop zwrotu (IRR) jest réwna IRR = 25%,
wyznaczy¢ wszystkie wewnetrzne stopy zwrotu.
2. (4 punkty) Wykaza¢, ze funkcja NPV jest funkcja malejaca dla v € (0, 68;0, 85).

3. (5 punktéw) Wyznaczy¢ maksimum funkeji NPV dla i € [1%0%; 320%].
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