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nieréwnosci Maligrandy

Zatozmy, ze (X, || - ||) jest dowolng przestrzenig unormowang
oraz x,y € X, x,y # 0. Wéwczas:
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nieréwnosci Maligrandy

Zatozmy, ze (X, || - ||) jest dowolng przestrzenig unormowang
oraz x,y € X, x,y # 0. Wéwczas:

X+ y| < ||x]| + <+)min x|,
x4yl < lixll + iyl HIIXII ||y|||| LUl My 11y

x+y>x+y—( )maxx,y
| 1= lIx1l + vl HHxH ”y”H {lx11 1y 1y
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odlegto$¢ Clarksona

W dowolnej przestrzeni unormowanej (X, || - ||), dla x,y € X,
X,y # 0, definiujemy:
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odlegto$¢ Clarksona

W dowolnej przestrzeni unormowanej (X, || - ||), dla x,y € X,
X,y # 0, definiujemy:

A== il J

Liczbe d[x, y] nazywac bedziemy odlegtoscia Clarksona (ang.
Clarkson distance, norm-angular distance).

Wiodzimierz Fechner nieréwnosci funkcyjne



odlegto$¢ Clarksona

Nieréwnos¢ Dunkla-Williamsa (1964r.):

4lx =yl

dix,y] < ——I.
XY < i
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odlegto$¢ Clarksona

Nieréwnos¢ Dunkla-Williamsa (1964r.):

4lx =yl

dix,y] < ——I.
XY < i

Nieréwnos¢ Massery-Schéffera (1958r.):

2|x -y

ax,y] < ——————.
WIS (XTI
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odlegto$¢ Clarksona

Nieréwnos¢ Dunkla-Williamsa (1964r.):

4lx =yl

dix,y] < ——I.
XY < i

Nieréwnos¢ Massery-Schéffera (1958r.):

2|x -y

ax,y] < ——————.
WIS (XTI

Nieréwnosci Maligrandy (2006r.):

1 = yI[+ Tlixl] = I
max{]|x{[, ly[l}

1 =yl = HIxI = Iyl
min{|[x{}, [[y[l}
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dx,y] <

dix,y] >




ldentyczno$¢ Tarskiego

Jesli x, y € R, to zachodzi tozsamos¢:
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ldentyczno$¢ Tarskiego

Jesli x, y € R, to zachodzi tozsamos¢:

[1x] = IyI| = Ix+ ¥l + Ix =yl = x| = Iyl. |
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ldentyczno$¢ Tarskiego

Jesli x, y € R, to zachodzi tozsamos¢:

[1x] = IyI| = Ix+ ¥l + Ix =yl = x| = Iyl. |
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ldentyczno$¢ Tarskiego

Jesli x, y € R, to zachodzi tozsamos¢:

[1x] = IyI| = Ix+ ¥l + Ix =yl = x| = Iyl. |

ldentyczno$¢ Tarskiego nie zachodzi dla liczb zespolonych ani
w wyzszych wymiarach.
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Analogon w przestrzeniach unormowanych

(Maligranda, 2008tr.)

W dowolnej przestrzeni unormowanej (X, || - ||), dla x,y € X
zachodzi:
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Analogon w przestrzeniach unormowanych

(Maligranda, 2008tr.)

W dowolnej przestrzeni unormowanej (X, || - ||), dla x,y € X
zachodzi:

LIXI=Iy I < IIx+yll+Ix=y = Ix1=[yll < min{llx+y ], [Ix=yll}-

LI =y A< X+ 1yl = llx 4+ v =11 = vl
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Nierownosci funkcyjne - wprowadzenie

Dla warunku trojkata:
x4yl <lxl + Iyl
odpowiadajgca mu nieréwnos¢ funkcyjna to
fix +y) <f(x) +1(y),

tzn. nieréwnos¢ podaddytywnosci. Ma ona sens dla funkgciji
(niewiadomych) f: S — R dziatajgcych na dowolnej pétgrupie
(S, +)-
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Nieréwnosci funkcyjne

Nieréwnos$¢ funkcyjna odpowiadajgca nierownosci zwigzanej z
identycznoécig Tarskiego:

)= )] < f(x+y)+(x=y)=f(x)—F(y) < min{f(x+y), f(X(;if)}:
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Nieréwnosci funkcyjne

Nieréwnos$¢ funkcyjna odpowiadajgca nierownosci zwigzanej z
identycznoécig Tarskiego:

)= )] < f(x+y)+(x=y)=f(x)—F(y) < min{f(x+y), f(X(;if)}:

Twierdzenie

Zatézmy, ze (G, +) jest grupg abelowg i f: G — R dowolnym
odwzorowaniem spetniajgcym f(0) = 0. Wowczas f spetnia (1)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnigja: taka przestrzen unormowana
(X, || - |I) i operator addytywny A: G — X, Ze

f(x) =A%), xeG.
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Charakteryzacja funkcyjna identycznosci Tarskiego

Nastepujace rownanie funkcyjne:

F(fO) = ) = fx +y) + f(x = y) = f0) = f(y). (2)

ma sens dla odwzorowan f: G — G okre$lonych na dowolnej
grupie (G, +).
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Charakteryzacja funkcyjna identycznosci Tarskiego

Nastepujace rownanie funkcyjne:
f(F(x) = f(y)) = fix +y) +fx —y) = f(x) = f(y).  (2)

ma sens dla odwzorowan f: G — G okre$lonych na dowolnej
grupie (G, +). Szczegoblne rozwigzania to f = | - | na prostej, a
takze idempotentne endomorfizmy dowolnej grupy abelowej.

Wiodzimierz Fechner nieréwnosci funkcyjne



Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Zatozmy, ze (G, +) jest grupg abelowg z jednoznacznym
azieleniem przez 2. Funkcja f: G — G spetnia (2) oraz

f(G) c —f(G)

wtedy i tylko wtedy, gdy f jest addytywna oraz fo f = f.
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Zatozmy, ze f: R — R jest funkcjg ciggta w pewnym punkcie.
Wowczas f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna
Z mozliwosci:

(a) f(x) = 0 dla kazdego x € R;

(b) f(x) = x dla kazdego x € R;

(c) f(x) = |x| dla kazdego x € R;

(d) f(x) = —|x| dla kazdego x € R.
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Rownanie funkcyjne (2)

Zatozmy, ze f: R — R jest funkcjg ciggta w pewnym punkcie.
Wowczas f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna
Z mozliwosci:

(a) f(x) = 0 dla kazdego x € R;

(b) f(x) = x dla kazdego x € R;

(c) f(x) = |x| dla kazdego x € R;

(d) f(x) = —|x| dla kazdego x € R.

Twierdzenie

Zatézmy, ze f: R — R jest funkcjg monotoniczng. Wowczas f
spetnia (2) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jedna z
mozliwosci:

(a) f(x) = 0 dla kazdego x € R;

(b) f(x) = x dla kazdego x € R.
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Rownanie funkcyjne (2)

Cze$¢ powyzszych wynikow uogoinit Tomasz Kochanek (IM
PAN, wczesniej US).
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Rownanie funkcyjne (2)

Cze$¢ powyzszych wynikow uogoinit Tomasz Kochanek (IM
PAN, wczesniej US). Zatézmy, ze f: R — R i oznaczmy:

S=fR), Z=Sn(-S), P=S\Z
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Rownanie funkcyjne (2)

Cze$¢ powyzszych wynikow uogoinit Tomasz Kochanek (IM
PAN, wczesniej US). Zatézmy, ze f: R — R i oznaczmy:

S=fR), Z=Sn(-S), P=S\Z

Zatbzmy, ze:
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Rownanie funkcyjne (2)

Cze$¢ powyzszych wynikow uogoinit Tomasz Kochanek (IM
PAN, wczesniej US). Zatézmy, ze f: R — R i oznaczmy:

S=fR), Z=Sn(-S), P=S\Z

Zatbzmy, ze:
S-S=SuU(-9),
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Rownanie funkcyjne (2)

Cze$¢ powyzszych wynikow uogoinit Tomasz Kochanek (IM
PAN, wczesniej US). Zatézmy, ze f: R — R i oznaczmy:

S=1fR), Z=Sn(-S), P=S\Z
Zatbzmy, ze:

S—S=SU(-9),

istnieje takie £ € P, ze
1
P —
c U (n§+ P)
neN

oraz

((né+P)=2

neN
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Pod powyzszymi zatozeniami f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy,
gay istnieje taka funkcja addytywna A: R — R, podgrupa
addytywna R zbioru liczb rzeczywistych, na ktorej
odwzorowanie A jest izomorfizmem, podgrupa Z C ker A i
funkcja z: R — Z spetniajgce:
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Pod powyzszymi zatozeniami f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy,
gay istnieje taka funkcja addytywna A: R — R, podgrupa
addytywna R zbioru liczb rzeczywistych, na ktorej
odwzorowanie A jest izomorfizmem, podgrupa Z C ker A i
funkcja z: R — Z spetniajgce:

@ funkcja z jest addytywna na zbiorze —A="([0, +o0));
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie
Pod powyzszymi zatozeniami f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy,
gay istnieje taka funkcja addytywna A: R — R, podgrupa
addytywna R zbioru liczb rzeczywistych, na ktorej
odwzorowanie A jest izomorfizmem, podgrupa Z C ker A i
funkcja z: R — Z spetniajgce:

@ funkcja z jest addytywna na zbiorze —A="([0, +o0));

@ z(x)=—z(—x)+ z(—A|E1(\A(X)|)) dlax € A71([0, +0));
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Pod powyzszymi zatozeniami f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy,
gay istnieje taka funkcja addytywna A: R — R, podgrupa
addytywna R zbioru liczb rzeczywistych, na ktorej
odwzorowanie A jest izomorfizmem, podgrupa Z C ker A i
funkcja z: R — Z spetniajgce:

@ funkcja z jest addytywna na zbiorze —A="([0, +o0));
@ z(x) = —z(—x) + z(-Alz' (|A(x)])) dla x € A=1([0, +0));
@ z(x)=xdlaxeZ;
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Pod powyzszymi zatozeniami f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy,
gay istnieje taka funkcja addytywna A: R — R, podgrupa
addytywna R zbioru liczb rzeczywistych, na ktorej
odwzorowanie A jest izomorfizmem, podgrupa Z C ker A i
funkcja z: R — Z spetniajgce:

@ funkcja z jest addytywna na zbiorze —A="([0, +o0));
@ z(x) = —z(—x) + z(-Alz' (|A(x)])) dla x € A=1([0, +0));
@ z(x)=xdlaxeZ;
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Rownanie funkcyjne (2)

Twierdzenie

Pod powyzszymi zatozeniami f spetnia (2) wtedy i tylko wtedy,
gay istnieje taka funkcja addytywna A: R — R, podgrupa
addytywna R zbioru liczb rzeczywistych, na ktorej
odwzorowanie A jest izomorfizmem, podgrupa Z C ker A i
funkcja z: R — Z spetniajgce:

@ funkcja z jest addytywna na zbiorze —A="([0, +o0));
@ z(x) = —z(—x) + z(-Alz' (|A(x)])) dla x € A=1([0, +0));
@ z(x)=xdlaxeZ;

i zachodzi wzor:

f(x) = AR (AX))) + 2(x), x€R.
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