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|
Definicje

Niech X bedzie niepustym zbiorem, F C P(X)\ {0}, F # 0.
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Definicje

Niech X bedzie niepustym zbiorem, F C P(X)\ {0}, F # 0.

Powiemy, ze zbiér P C X jest gesty wzgledem rodziny F jezeli FN P # ()
dla dowolnego F € F. Niech D(F) oznacza rodzine wszystkich zbioréw
gestych wzgledem F.
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Definicje

Niech X bedzie niepustym zbiorem, F C P(X)\ {0}, F # 0.

Powiemy, ze zbiér P C X jest gesty wzgledem rodziny F jezeli FN P # ()
dla dowolnego F € F. Niech D(F) oznacza rodzine wszystkich zbioréw
gestych wzgledem F.

Niech F7 oznacza rodzine wszystkich nadzbioréw zbioréw z rodziny F.

Rodziny F i G nazywamy wzajemnie wspétpoczatkowymi jezeli

Vrerdeeg GCF A Vgegdrer F C G.
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WHtasnosci operatora D

Theorem

Niech F,G - dowolne niepuste rodziny niepustych podzbioréw X.

(1) G Cc D(F) < F C D(G),

(2) G Cc F = D(F) c D(G),

(3) (D(F))1= D(F),

(4) G i F sa wzajemnie wspotpoczatkowe wtedy i tylko wtedy gdy
D(G) = D(F),

(5) D(F1) = D(F),

(6) DPIF = Ft,

D(F) gdy n nieparzyste
(M(F) = '
(1) DY(F) { F1T gdy n parzyste.
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Wtasnosci operatora D

Definition
Niech F bedzie dowolna rodzing niepustych zbioréw.

SYF)={ACX : VeerIger G C F\ AL

(e o LT EYC W E NI BT TR (VIS Operator zwigzany z wtasnoscia Smitala 4 /16



Wtasnosci operatora D

Definition
Niech F bedzie dowolna rodzing niepustych zbioréw.

SYF)={ACX : VeerIger G C F\ AL

Theorem
(Por. [5], Theorem 1.1) Then

S°(D(F)) = S°(F).
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Twierdzenie lllanesa

Definition
Rodzina F niepustych zbioréw jest a-rozkfadalna jezeli istnieje rodzina
mocy « parami roztacznych zbioréw gestych wzgledem F.

A. Illanes [3] udowodnit, ze jesli przestrzen topologiczna jest n-rozktadalna
dla dowolnego n, wéwczas jest tez Np-rozktadalna.
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Twierdzenie Illanesa

Definition
Rodzina F niepustych zbioréw jest a-rozkfadalna jezeli istnieje rodzina
mocy « parami roztacznych zbioréw gestych wzgledem F.

A. Illanes [3] udowodnit, ze jesli przestrzen topologiczna jest n-rozktadalna
dla dowolnego n, wéwczas jest tez Np-rozktadalna.

Example
Niech X = N. Dla m,n,t € N niech m ~; n gdy m = n mod t. Niech

F =A{[m]~, : meN,p jest liczba pierwsza}.

Woéwczas dla dowolnego n € N znajdzie sie n roztacznych podzbioréw F,
ale nie iestnieje parami roztaczna nieskonczona podrodzina F. Tak samo
sie rzecz ma dla rodziny F1 . Tym samym rodzina D(F) jest n-rozktadalna
dla dowolnego n € N ale nie jest Ng-rozktadalna.
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|
Pytanie

Czy teza twierdzenie lllanesa jest prawdziwa dla dowolnej rodziny postaci
M\ Z, gdzie M jest dowolnym ciatem, a Z C M dowolnym ideatem?
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o (Witasnos¢ Steinhausa) Dla dowolnych A, B € £ miary dodatniej zbiér
A — B (A + B) zawiera przedziat.

o (Wtasnos¢ Smitala) Dla dowolnego zbioru A € £ miary dodatniej i
dowolnego zbioru gestego D zbiér A+ D jest petnej miary.
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Operator DS

Niech (X, +) bedzie grupa abelowa, F C P(X)\ {0}, Z C P(X) bedzie
dowolnym ideatem zbioréw. Zdefiniujmy

DS;(F) = {D C X : (VF € F)((F + DY € 7)}
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Wtasnosci

Theorem

Niech F,G - dowolne niepuste rodziny niepustych podzbioréw X, T i J -
ideaty w X. Wéwczas

(1) G C DSI(]:) — FC DSI(Q),

(2) G ¢ F = DS7(F) Cc D57(G), T ¢ J = DSz(F) C DS7(F),

(3) (DSz(F))t= (DSz(F)) = (DSz(F1))

(4) jesli cho¢ jedna z rodzin F lub T jest niezmiennicza ze wzgledu na
przesuniecia, to DSz(F) tez jest.

(5) DS\"2(F) = DSY(F) dlan > 1.
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Operator DS jest w pewnym sensie uogdlnieniem operatora D.

Theorem

Niech (X, +) bedzie grupa abelowa, F rodzina niezmiennicza ze wzgledu
na przesuniecia w (X, +), € = {0}. Woéwczas

DSg(F) = D(F).
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Kolejne twierdzenie wyraza zwigzek pomiedzy wtasnosciami Steinhausa i
Smitala.
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Kolejne twierdzenie wyraza zwigzek pomiedzy wtasnosciami Steinhausa i
Smitala.

Woprowadzmy dodatkowe oznaczenie: F= {FR—-F:F~[FReF}
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Kolejne twierdzenie wyraza zwigzek pomiedzy wtasnosciami Steinhausa i
Smitala.

Woprowadzmy dodatkowe oznaczenie: F= {FR—-F:F~[FReF}

Theorem

Niech X bedzie grupa abelowa, M o-ciatem podzbiorow X, Z C M
o-ideatem. Niech P C X - zbior przeliczalny. Wéwczas P € DS7(M \ I)

wtedy i tylko wtedy, gdy P € D(M\I).
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Przypadek grupy semi-topologicznej

Niech (X, +) bedzie grupa abelowa z topologia 7. Strukture (X, +, 7)
nazywamy

@ grupa semi-topologiczng gdy 7 jest niezmiennicza ze wzgledu na

operacje grupy,

@ grupa topologiczna, gdy operacje grupy s3 ciagte wzgledem 7.
tatwo zauwazy¢, ze kazda grupa topologiczna jest semi-topologiczna, i ze
na to, aby grupa semi-topologiczna byta topologiczna, wystarcza ciggtos¢
operacji "+".

Theorem
Niech (X, +,7) bedzie grupa semi-topologiczna. Niech N'D oznacza ideat
zbioréw nigdziegestych wzgledem . NWSR:
(1) operagja”+" : X x X — X jest quasi-ciagta,
(2) rodzina T* jest wspétpoczatkowa z T,
(3) DSyp(7%) = D(7x).
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Przyktad

Niech

MC(r) = {(x,y) € R* : (ly| <Ix/2| <r)

V(X <ly/2l <r)v(x=y=0)}

Topologia Tyc generowana przez rodzine

{MC(r)+ (x,y) : x,y,r € R,r > 0} jest nazywana topologia krzyza
maltanskiego. tatwo sprawdzi¢, ze przestrzen R? wyposazona w te
topologie nie jest grupa topologiczna, lecz jest grupa semi-topologiczng i
spetnia zatozenia ostatniego twierdzenia. Tym samym operacja dodawania
jest tam quasi-ciagta.
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Przyktad

Niech I

MC(r) = {(x,y) € R* : (ly| <Ix/2| <r)

V(X <ly/2l <r)v(x=y=0)}

Topologia Tyc generowana przez rodzine

{MC(r)+ (x,y) : x,y,r € R,r > 0} jest nazywana topologia krzyza
maltanskiego. tatwo sprawdzi¢, ze przestrzen R? wyposazona w te
topologie nie jest grupa topologiczna, lecz jest grupa semi-topologiczng i
spetnia zatozenia ostatniego twierdzenia. Tym samym operacja dodawania
jest tam quasi-ciagta.

Dziekujemy prof. Tarasowi Banakhowi za wskazanie nam tego przyktadu.
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Klasyczne przyktady i pytanie

Example

DSN(E \N) = D(Tnat)~

DSMO(M \Mo) = D(Tnat)-

Z wspomnianego wczesniej twierdzenia wynika, ze
(L\NCE DSPLAN) = DSN(D(Tpar)).

Pytanie, czy (L \ N )t= DSJ(\?)(E \N)?
| podobnie, czy (M \ Mo)t= DSJ(\%{)0 (M\ Mop)?
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Odpowiedz

Negatywnej odpowiedzi dostarczyta prof. M. Filipczak:

Example

Niech H bedzie baza Hamela na R taka, ze 1 € H. Niech A bedzie otoczka
liniowa zbioru H\ {1}. Niech C = AA(—00,0]. Wéwczas C nie jest
mierzalny w sensie Lebesgue'a, nie ma wtasnosci Baire'a, ale dla dowolnego
zbioru gestego D dopetnienie zbioru C + D sktada sie z co najwyzej dwdch
punktéw.

v
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Dziekuje
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