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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Wstęp - topologie gęstości

Definicja (H. Lebesgue)

Punkt x0 ∈ R jest punktem gęstości zbioru mierzalnego A
jeżeli

lim
h→0+

λ(A ∩ [x0 − h, x0 + h])

2h
= 1

lub równoważnie

lim
n→∞

λ
(
(A− x0) ∩

[
− 1
n
, 1
n

])
2
n

= 1,

gdzie A+ z = {a+ z : a ∈ A}.
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Wstęp - topologie gęstości

〈s〉 = {sn}n∈N – rosnący ciąg liczb naturalnych rozbieżny do
nieskończoności.

Definicja (M. Filipczak, J. Hejduk, 2004)

Punkt x0 ∈ R jest punktem 〈s〉–gęstości zbioru mierzalnego
A jeżeli

lim
n→∞

λ
(

(A− x0) ∩
[
− 1
sn
, 1
sn

])
2
sn

= 1.
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Wstęp - topologie gęstości

Ciąg przedziałów J = {Jn}n∈N jest zbieżny do zera jeżeli
diam (Jn ∪ {0}) −→

n→∞
0.

Definicja (J. Hejduk, R. Wiertelak, 2014)

Punkt x0 ∈ R jest punktem J –gęstości zbioru mierzalnego A
jeżeli

lim
n→∞

λ ((A− x0) ∩ Jn)

λ(Jn)
= 1.
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Wstęp - topologie gęstości

Ciąg S = {Sn}n∈N zbiorów o dodatniej mierze jest zbieżny
do zera, jeżeli diam(Sn ∪ {0}) −→

n→∞
0.

Definicja
Punkt x0 ∈ R jest punktem S–gęstości zbioru mierzalnego
A, jeżeli

lim
n→∞

λ ((A− x0) ∩ Sn)

λ(Sn)
= 1.

Renata Wiertelak Konopnica, maj 2016 5 / 19



O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Wstęp - topologie gęstości

Ciąg S = {Sn}n∈N zbiorów o dodatniej mierze jest zbieżny
do zera, jeżeli diam(Sn ∪ {0}) −→

n→∞
0.

Definicja
Punkt x0 ∈ R jest punktem S–gęstości zbioru mierzalnego
A, jeżeli

lim
n→∞

λ ((A− x0) ∩ Sn)

λ(Sn)
= 1.

Renata Wiertelak Konopnica, maj 2016 5 / 19



O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Wstęp - topologie gęstości

A – zbiór mierzalny,

ΦS(A) = {x ∈ R : x jest punktem S–gęstości zbioru A}

Twierdzenie
Dla dowolnych zbiorów mierzalnych A, B oraz S ∈ S, mamy:

1 ΦS(∅) = ∅, ΦS(R) = R;
2 λ(A M B) = 0 =⇒ ΦS(A) = ΦS(B);
3 ΦS(A ∩B) = ΦS(A) ∩ ΦS(B).

TS = {A ∈ L : A ⊂ ΦS(A)}.

Tnat ⊂ TS
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Funkcje ciągłe

Cnat,nat ={f : (R, Tnat)→ (R, Tnat) oraz f jest ciągła},
Cnat,S ={f : (R, Tnat)→ (R, TS) oraz f jest ciągła},
CS,nat ={f : (R, TS)→ (R, Tnat) oraz f jest ciągła},
CS,S ={f : (R, TS)→ (R, TS) oraz f jest ciągła}.

Własność
Dla S ∈ ST zachodzą następujące zawierania:

Cnat,S ⊂Cnat,nat ⊂ CS,nat
Cnat,S ⊂CS,S ⊂ CS,nat
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Funkcje ciągłe

Dla dowolnej liczby kardynalnej κ oraz podzbioru E algebry A,
powiemy, że E jest silnie κ-algebraizowalny, jeżeli E ∪ {0}
zawiera κ-generowaną wolną podalgebrę (tzn. minimalny
wolny system generatorów tej podalgebry ma moc κ).
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Funkcje ciągłe

Twierdzenie (M. Balcerzak, A. Bartoszewicz, M. Filipczak)

(exponential-like method) Niech F będzie taką rodziną funkcji,
dla której istnieje funkcja F ∈ F taka, że f ◦ F ∈ F \ {0} dla
każdej funkcji typu wykładniczego f : R→ R (tzn f jest
postaci f(x) =

∑m
i=1 αie

βix dla α1, . . . , αm ∈ R \ {0} oraz
różnych β1, . . . , βm ∈ R \ {0}.). Wówczas F jest silnie
c-algebraizowalna. Dokładniej, jeżeli H ⊂ R jest zbiorem mocy
c, liniowo niezależnym nad ciałem Q, to exp ◦ rF , r ∈ H, są
wolnymi generatorami algebry zawartej w F ∪ {0}.
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Funkcje ciągłe

Twierdzenie (S. Lindner, M. Terepeta)

Niech Φ1 oraz Φ2 będą operatorami prawie dolnej gęstości
generującymi topologie T1 oraz T2, które są niezmiennicze na
translacje i zawierające topologię naturalną na R. Jeżeli
istnieją ciągi (an), (bn), (cn), (dn) zbieżne do zera takie, że:

1 0 < dn+1 < cn < an < bn < dn dla n ∈ N,
2 zbiory przedziałowe A =

⋃∞
n=1[an, bn] i C =

⋃∞
n=1[cn, dn]

mają własność: 0 ∈ Φ1(A) oraz 0 /∈ Φ2(C),
to rodzina CΦ1,nat \ CΦ2,nat jest silnie c-algebraizowalna.
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Funkcje ciągłe

Niech X 6= ∅ będzie przestrzenią metryczną. Dla ustalonych
M ⊂ X, x ∈ X, r > 0 definiujemy

γ(x, r,M) := sup{t ≥ 0 : ∃z∈X K(z, t) ⊂ K(x, r) \M}

Powiemy, że zbiór M jest silnie porowaty w X jeżeli:

∀
x∈M

2 lim sup
r→0+

γ(x, r,M)

r
= 1

W CS,nat możemy zdefiniować

%(f, g) := min{1, sup{|f(x)− g(x)| : x ∈ R}}
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O pewnych rodzinach funkcji ciągłych
Funkcje ciągłe

Cnat,S ⊂ (Cnat,nat ∩ CS,S)

Stwierdzenie
Dla każdego ciągu S ∈ ST rodzina Cnat,S równa jest rodzinie
funkcji stałych.

f(x) =


−a dla x < −a
x dla x ∈ [−a, a]

a dla x > a.
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CS,S ⊂ CS,nat

Twierdzenie
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Problem
Czy dla każdego S ∈ ST rodzina CS,S jest silnie porowata w
(CS,nat, %)?
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Dziękuję za uwagę
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