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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Wstep - topologie gestosci

Definicja (H. Lebesgue)

Punkt xy € R jest punktem gestosci zbioru mierzalnego A
jezeli

AMAN[xg— h,x0+ h))
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Definicja (H. Lebesgue)

Punkt xy € R jest punktem gestosci zbioru mierzalnego A
jezeli
AMAN[xg— h,x0+ h))
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h—0t 2h

lub réwnowaznie

lim 5
n—oo —
n

gdzie A+z={a+z2:a€ A}
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Wstep - topologie gestosci

(s) = {Sn}nen — rosnacy ciag liczb naturalnych rozbiezny do
nieskoficzonosci.

Definicja (M. Filipczak, J. Hejduk, 2004)

Punkt xo € R jest punktem (s)—gestosci zbioru mierzalnego

A jezeli
M-z n[-L,4])
o Sn ° Sn
lim 5 = I
n—oo =
Sn,
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Wstep - topologie gestosci

Ciag przedziatéw J = {J, }.en jest zbiezny do zera jezeli
diam (J,, U {0}) — 0.
n—oo

Definicja (J. Hejduk, R. Wiertelak, 2014)

Punkt xy € R jest punktem [J—gestosci zbioru mierzalnego A
jezeli
A —
iy M4 = 20) N Jy)

= 1.
n—oo /\(Jn>
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Wstep - topologie gestosci

Ciag S = {S, }nen zbioréw o dodatniej mierze jest zbiezny
do zera, jezeli diam(S, U {0}) — 0.
n—oo
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Wstep - topologie gestosci

A — zbiér mierzalny,

Os(A) = {z € R : x jest punktem S—gestosci zbioru A}
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Wstep - topologie gestosci

A — zbiér mierzalny,

Os(A) = {z € R : x jest punktem S—gestosci zbioru A}

Twierdzenie

Dla dowolnych zbioréw mierzalnych A, B oraz S € S, mamy:
0 s5(0) =0, Ps(R)=R;

(= )\(A A B) =0 = (I)S(A) = (I)S(B),

Q O5(ANB) =ds(A) N Ds(B).
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

Cratnat ={f: (R, Tnat) = (R, Tpat) oraz f jest ciagla},
Chat.s ={f: (R, Tnat) = (R, Ts) oraz f jest ciagla},
Csnat ={f: (R, Ts) = (R, Tpat) oraz f jest ciagla},

Css={f: (R, Ts) = (R, 7s) oraz f jest ciagta}.
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Funkcje ciagte

Cratnat ={f: (R, Tnat) = (R, Tpat) oraz f jest ciagla},
Chat.s ={f: (R, Tnat) = (R, Ts) oraz f jest ciagla},
Csnat ={f: (R, Ts) = (R, Tpat) oraz f jest ciagla},

Css={f: (R, Ts) = (R, 7s) oraz f jest ciagta}.

Dla § € Sy zachodza nastepujace zawierania:

Cnat,S Ccnat,nat C CS,nat
Cnat,S CCS,S C CS,nat
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

Dla dowolnej liczby kardynalnej x oraz podzbioru E algebry A,
powiemy, ze F jest silnie x-algebraizowalny, jezeli £'U {0}
zawiera k-generowang wolng podalgebre (tzn. minimalny
wolny system generatoréw tej podalgebry ma moc k).
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

Twierdzenie (M. Balcerzak, A. Bartoszewicz, M. Filipczak)

(exponential-like method) Niech F bedzie taka rodzina funkgji,
dla ktorej istnieje funkcja F' € F taka, ze f o F' € F \ {0} dla
kazdej funkgji typu wyktadniczego f: R — R (tzn f jest
postaci f(z) = > 1" a;e’” dla oy, ..., o, € R\ {0} oraz
roznych By, ..., Bm € R\ {0}.). Wowczas F jest silnie
c-algebraizowalna. Doktadniej, jezeli H C R jest zbiorem mocy
¢, liniowo niezaleznym nad ciatem Q, to exporF, r € H, s
wolnymi generatorami algebry zawartej w F U {0}.
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

Twierdzenie (S. Lindner, M. Terepeta)

Niech ®, oraz 5 beda operatorami prawie dolnej gestosci
generujacymi topologie T, oraz T, ktdre sg niezmiennicze na
translacje i zawierajace topologie naturalng na R. Jezeli
istnieja ciagi (a,), (by), (¢n), (d,) zbiezne do zera takie, ze:
Q0<d,1<c,<a,<b,<d,daneN,
Q zbiory przedziatowe A = 77 [an, b,] i C =, [cn, dy]

n=1

maja wtasnosé: 0 € ®1(A) oraz 0 ¢ $o(C),

to rodzina Co, nat \ Caynat jest silnie c-algebraizowalna.
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O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

Niech X # () bedzie przestrzenia metryczna. Dla ustalonych
M C X, x € X, r > 0 definiujemy

Y(z,r, M) :=sup{t > 0:3J,ex K(z,t) C K(z,7)\ M}
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M C X, x € X, r > 0 definiujemy

Y(z,r, M) :=sup{t > 0:3J,ex K(z,t) C K(z,7)\ M}

Powiemy, ze zbiér M jest silnie porowaty w X jezeli:

M
v 2limsup 150
zeM 0+ r

=1

W Cs ot mozemy zdefiniowac

o(f, 9) == min{1, sup{[f(x) — g(2)| : = € R}}
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Funkcje ciagte

Cnat,S - (cna‘t.jn,a,t N CS,S )
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Funkcje ciagte

Cnat,S - (cnat.jn,a,t N CS,S )

Stwierdzenie

Dla kazdego ciagu S € St rodzina C,; s réwna jest rodzinie
funkcji statych.

Renata Wiertelak Konopnica, maj 2016 12 / 19



O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

Cnat,S - (cnat,na,t N CS,S )

Stwierdzenie

Dla kazdego ciagu S € St rodzina C,; s réwna jest rodzinie
funkcji statych.

—a dlaz < —a
flx)=1z dla z € [—a, d
a dla z > a.
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Funkcje ciagte

Cnat,S - (cnat.jn,a,t N CS,S )

Twierdzenie

Dla kazdego S € St rodzina Cpatnat \ Cnat.s jest silnie
c-algebraizowalna.
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Funkcje ciagte

C'n,a‘t,S - (cnat,na,t N CS,S )

Twierdzenie

Dla kazdego S € St rodzina Cpatnat \ Cnat.s jest silnie
c-algebraizowalna.

Twierdzenie

Dla kazdego S € S+ zbieznego jednostronnie rodzina
Cs,s \ Cnat,s jest silnie c-algebraizowalna.
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Funkcje ciagte

Cna,t,S - (C'nat,'n,a,t N CS,S )

Twierdzenie

Dla kazdego S € St rodzina Cpatnat \ Cnat.s jest silnie
c-algebraizowalna.

Twierdzenie

Dla kazdego S € St zbieznego jednostronnie rodzina
Cs,s \ Cnat,s jest silnie c-algebraizowalna.

Twierdzenie

| A

Dla kazdego S € St rodzina Cyq s jest silnie porowata w
((Cnat,nat N CS,S), Q).

\
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Cnat,nat - CS ,nat
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Funkcje ciagte

Cnat,nat - CS ,nat

Twierdzenie

Dla kazdego S € St rodzina Cs nat \ Cratnat jest silnie
c-algebraizowalna.
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Funkcje ciagte

CS S C CS ,nat

Twierdzenie

Dla kazdego S € St zbieznego jednostronnie rodzina
Csnat \ Cs,s jest silnie c-algebraizowalna.

Renata Wiertelak Konopnica, maj 2016 17 / 19



O pewnych rodzinach funkeji ciagtych
Funkcje ciagte

CS S C CS ,nat

Twierdzenie

Dla kazdego S € St zbieznego jednostronnie rodzina
Csnat \ Cs,s jest silnie c-algebraizowalna.

Problem

Czy dla kazdego S € St rodzina Cs s jest silnie porowata w
(CS,nah Q) ?
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Dziekuje za uwage
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