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Twierdzenie (�uzin, 1934)

Ka»dy podzbiór prostej rzeczywistej R mo»na rozªo»y¢ na 2 peªne (w
sensie miary lub kategorii) podzbiory.

Luzin N. N., Sur la decomposition des ensembles, C. R. Acad. Sci.
Paris 198, 1671-1674, 5 (1934).

E. Grzegorek, I. Labuda, Partitions into thin sets or forgotten
theorems of Kunugi and Lusin-Novikov (marzec 2017).
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�yjemy na prostej rzeczywistej R.
λ - miara Lebesgue'a
B - σ-ciaªo zbiorów borelowskich.
M,N to σ-ideaªy zbiorów zbiorów I kategorii i zbiorów miary zero.

De�nicja

Mówimy, »e σ-ideaª I
ma baz¡ borelowsk¡, je±li (∀A ∈ I)(∃B ∈ B ∩ I)(A ⊆ B);

jest ccc, je±li ka»da rodzina parami rozª¡cznych zbiorów borelowskich
spoza ideaªu jest przeliczalna;

ma wªasno±¢ otoczki, je±li ka»dy A mo»na nakry¢ borelowskim
zbiorem B takim, »e (∀C ∈ B)(A ⊆ C ⊆ B ⇒ B\C ∈ I). Zbiór B
nazywamy wtedy I-minimalnym.

M oraz N s¡ ccc oraz s¡ wyposa»one w bazy borelowskie, zatem maj¡
równie» wªasno±¢ otoczki.
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Niech I b¦dzie σ ideaªem.

De�nicja

Mówimy, »e zbiór A

jest I−mierzalny, je±li A ∈ σ(B ∪ I). W przeciwnym razie jest
I−niemierzalny;

jest peªny w zbiorze B w sensie I, je±li A ⊆ B oraz dla ka»dego
zbioru I−mierzalnego X mamy X ∩ A ∈ I ⇔ X ∩ B ∈ I.
Równowa»nie: A ⊆ B oraz A i B maj¡ te same otoczki.

Dla kategorii wystarczy testowa¢ bazowymi zbiorami otwartymi (np.
odcinkami o ko«cach wymiernych).
Dla zbiorów o sko«czonej mierze zewn¦trznej peªno±¢ oznacza posiadanie
tej samej miary zewn¦trznej.
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Rozkªad dla kategorii

Niech X b¦dzie zbiorem II kategorii, X = {xα : α < κ}.
B.u.o.: X ⊆ [0, 1] oraz (∀β < κ)({xα : α < β} ∈ M).

Zde�niujmy T = {(xα, xβ) : β < α} ⊆ [0, 1]2. Zauwa»my, »e ci¦cia
pionowe Tx s¡ I kategorii, a poziome T y s¡ komizerne w X dla
x , y ∈ X .

Przedstawmy Tx , x ∈ X , jako sum¦
⋃̇

n∈ωFn,x parami rozª¡cznych
zbiorów nigdzieg¦stych.

Wtedy

T =
⋃
x∈X

⋃
n∈ω

({x} × Fn,x) =
⋃
n∈ω

⋃
x∈X

({x} × Fn,x) =
⋃
n∈ω

Hn.

Hn =
⋃

x∈X ({x} × Fn,x).
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Rozkªad dla kategorii c.d.

Hn =
⋃

x∈X ({x} × Fn,x). Zauwa»my, »e
⋃

n∈ω H
y
n = X (modM) dla

y ∈ X i (Hn)x jest nigdzieg¦sty;

Wprowad¹my numeracj¦ {In : n ∈ ω} tych odcinków o ko«cach
wymiernych, »e In ∩ X /∈M dla n ∈ ω.
CEL: Pokaza¢, »e istnieje y ∈ X , »e (∀k ∈ ω)(∃∞n)(Hy

n ∩ Ik /∈M)

Niech Y = {y ∈ X : (∀k ∈ ω)(∃∞n)(Hy
n ∩ Ik /∈M)}. Poka»emy, »e

Y jest komizerny w X .

Przypu±¢my, »e jednak nie, tzn. zbiór

Z = X\Y = {y ∈ X : (∃k ∈ ω)(∀∞)(Hy
n ∩ Ik ∈M)}

jest drugiej kategorii.

Wtedy istniej¡ k0, n0, »e zbiór

Zk0,n0 = {y ∈ X : (∀n > n0)(H
y
n0 ∩ Ik0 ∈M)}

jest drugiej kategorii.
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Rozkªad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X ⊆ R b¦dzie zbiorem II kategorii, a zbiór H ⊆ R2 taki, »e
(∀x ∈ X )(Hx) jest nigdzieg¦sty. Wtedy zbiór

Z = {y ∈ X : X\Hy ∈M}

jest nigdzieg¦sty.

Dowód

Przypu±¢my, »e Z nie jest niegdzieg¦sty. Wtedy istnieje przeliczalny zbiór
Q ⊆ Z g¦sty w Z , Int(Q) 6= ∅.⋃

y∈Q X\Hy ∈M, zatem
⋂

y∈Q Hy jest II kategorii i w
szczególno±ci niepusty.

Je±li x ∈
⋂

y∈Q Hy , to (∀y ∈ Q)(x ∈ Hy ) ≡ (∀y ∈ Q)(y ∈ Hx), czyli
Q ⊆ Hx , wbrew nigdzieg¦sto±ci Hx . �
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Lemat

Niech X ⊆ R b¦dzie zbiorem II kategorii, a zbiór H ⊆ R2 taki, »e
(∀x ∈ X )(Hx) jest nigdzieg¦sty. Wtedy zbiór

Z = {y ∈ X : X\Hy ∈M}

jest nigdzieg¦sty.

Niech H =
⋃

n≤n0 Hn.

∀x ∈ X Hx jest nigdzieg¦ste oraz (∀y ∈ X )(X\
⋃

n∈ω H
y
n ∈M)

Poniewa» dla y ∈ Zn0,k0 zbiór
⋃

n>n0
(Hy

n ∩ Ik0) ∈M, Hy jest
komizerny w X ∩ Ik0 dla niemizernie wielu y .

Z drugiej strony z Lematu {y : X ∩ Ik0\Hy ∈M} jest nigdzieg¦sty,
co daje po»¡dan¡ sprzeczno±¢.
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n≤n0 Hn.

∀x ∈ X Hx jest nigdzieg¦ste oraz (∀y ∈ X )(X\
⋃

n∈ω H
y
n ∈M)

Poniewa» dla y ∈ Zn0,k0 zbiór
⋃

n>n0
(Hy

n ∩ Ik0) ∈M, Hy jest
komizerny w X ∩ Ik0 dla niemizernie wielu y .

Z drugiej strony z Lematu {y : X ∩ Ik0\Hy ∈M} jest nigdzieg¦sty,
co daje po»¡dan¡ sprzeczno±¢.
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St¡d zbiór Y = {y ∈ X : (∀k ∈ ω)(∃∞n)(Hy
n ∩ Ik /∈M)} jest niepusty, a

to daje mo»liwo±¢ uruchomienia indukcji i wygryzania par rozª¡cznych
podzbiorów II kategorii z X ∩ Ik dla wszystkich k ∈ ω.
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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