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Wstep i notacja

Twierdzenie (tuzin, 1934)

Kazdy podzbicr prostej rzeczywistej R mozna rozfozy¢ na 2 petne (w
sensie miary lub kategorii) podzbiory.

@ Luzin N. N., Sur la decomposition des ensembles, C. R. Acad. Sci.
Paris 198, 1671-1674, 5 (1934).
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Wstep i notacja

Twierdzenie (tuzin, 1934)

Kazdy podzbicr prostej rzeczywistej R mozna rozfozy¢ na 2 petne (w
sensie miary lub kategorii) podzbiory.

@ Luzin N. N., Sur la decomposition des ensembles, C. R. Acad. Sci.
Paris 198, 1671-1674, 5 (1934).

[§ E. Grzegorek, |. Labuda, Partitions into thin sets or forgotten
theorems of Kunugi and Lusin-Novikov (marzec 2017).
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Wstep i notacja

Zyjemy na prostej rzeczywistej R.

A - miara Lebesgue'a

B - o-ciato zbioréw borelowskich.

M, N to o-ideaty zbioréw zbioréw | kategorii i zbioréw miary zero.

Definicja

Méwimy, ze o-ideat T
@ ma bazg borelowska, jesli (VA € Z)(3B € BNZ)(AC B);

@ jest ccc, jesli kazda rodzina parami roztagcznych zbioréw borelowskich
spoza ideatu jest przeliczalna;

@ ma wiasnos¢ otoczki, jesli kazdy A mozna nakry¢ borelowskim
zbiorem B takim, ze (VC € B)(AC C C B= B\C € 7). Zbior B
nazywamy wtedy Z-minimalnym.

M oraz N s3 ccc oraz s wyposazone w bazy borelowskie, zatem maja
réwniez wtasnos$¢ otoczki.
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Wstep i notacja

Niech 7 bedzie o ideatem.

Definicja

Mowimy, ze zbiér A
o jest T—mierzalny, jesli A € o(BUZ). W przeciwnym razie jest
Z—niemierzalny;
@ jest petny w zbiorze B w sensie Z, jesli A C B oraz dla kazdego

zbioru T—mierzalnego X mamy XNAe€Z < XNB e .
Roéwnowaznie: A C B oraz A i B maja te same otoczki.
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Wstep i notacja

Niech 7 bedzie o ideatem.

Definicja
Mowimy, ze zbiér A
o jest T—mierzalny, jesli A € o(BUZ). W przeciwnym razie jest
Z—niemierzalny;

@ jest petny w zbiorze B w sensie Z, jesli A C B oraz dla kazdego
zbioru T—mierzalnego X mamy XNAe€Z < XNB e .
Roéwnowaznie: A C B oraz A i B maja te same otoczki.

Dla kategorii wystarczy testowa¢ bazowymi zbiorami otwartymi (np.
odcinkami o koncach wymiernych).

Dla zbioréw o skonczonej mierze zewnetrznej petno$¢ oznacza posiadanie
tej samej miary zewnetrznej.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii

Niech X bedzie zbiorem Il kategorii, X = {x, : a < k}.
@ Buo.: X C[0,1] oraz (V8 < k)({Xa : @ < B} € M).
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii

Niech X bedzie zbiorem Il kategorii, X = {x, : a < k}.
@ B.u.o.: X C[0,1] oraz (V8 < k)({Xa : @ < B} € M).
o Zdefiniujmy T = {(xa,x3) : B < a} C [0,1]2. Zauwazmy, ze ciecia
pionowe T, sa | kategorii, a poziome T s3 komizerne w X dla
x,y € X.
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Rozktad dla kategorii

Niech X bedzie zbiorem Il kategorii, X = {x, : a < k}.

@ B.u.o.: X C[0,1] oraz (V8 < k)({Xa : @ < B} € M).

o Zdefiniujmy T = {(xa,x3) : B < a} C [0,1]2. Zauwazmy, ze ciecia
pionowe T, sa | kategorii, a poziome T s3 komizerne w X dla
x,y € X.

@ Przedstawmy T, x € X, jako sume Unean,x parami roztacznych
zbioréw nigdziegestych.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii

Niech X bedzie zbiorem Il kategorii, X = {x, : a < k}.

@ B.u.o.: X C[0,1] oraz (V8 < k)({Xa : @ < B} € M).

o Zdefiniujmy T = {(xa,x3) : B < a} C [0,1]2. Zauwazmy, ze ciecia
pionowe T, sa | kategorii, a poziome T s3 komizerne w X dla
x,y € X.

@ Przedstawmy T, x € X, jako sume U
zbioréw nigdziegestych.

o Wiedy

7= U x Fax)

xeX nEw

new Fnx parami roztacznych
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Rozktad dla kategorii

Niech X bedzie zbiorem Il kategorii, X = {x, : a < k}.

@ B.u.o.: X C[0,1] oraz (V8 < k)({Xa : @ < B} € M).

o Zdefiniujmy T = {(xa,x3) : B < a} C [0,1]2. Zauwazmy, ze ciecia
pionowe T, sa | kategorii, a poziome T s3 komizerne w X dla
x,y € X.

@ Przedstawmy T, x € X, jako sume U
zbioréw nigdziegestych.

o Wiedy

T=J U x Fu) = U U U} % Fa) = | Ho-

xeX new new xeX ncew

new Fnx parami roztacznych
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii

Niech X bedzie zbiorem Il kategorii, X = {x, : a < k}.
@ B.u.o.: X C[0,1] oraz (V8 < k)({Xa : @ < B} € M).
o Zdefiniujmy T = {(xa,x3) : B < a} C [0,1]2. Zauwazmy, ze ciecia
pionowe T, sa | kategorii, a poziome T s3 komizerne w X dla
x,y € X.

@ Przedstawmy T, x € X, jako sume U Fn x parami roztacznych

ncw
zbioréw nigdziegestych.
o Wiedy
T=J U xFx)=J JUx} x Fa) = | Hn.
xeX new new xeX new
o Hyp=U,ex({x} x Fax).
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

o Hy=U,ex({x} x Fnx). Zauwazmy, ze |J, ., H} = X (mod M) dla
y € X i (H,)x jest nigdziegesty;
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

o Hy=U,ex({x} x Fnx). Zauwazmy, ze |J, ., H} = X (mod M) dla
y € X i (H,)x jest nigdziegesty;

e Wprowadzmy numeracje {/, : n € w} tych odcinkéw o koncach
wymiernych, ze [, N X ¢ M dla n € w.
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Rozktad dla kategorii c.d.

o Hy=U,ex({x} x Fnx). Zauwazmy, ze |J, ., H} = X (mod M) dla
y € X i (H,)x jest nigdziegesty;

e Wprowadzmy numeracje {/, : n € w} tych odcinkéw o koncach
wymiernych, ze [, N X ¢ M dla n € w.

o CEL: Pokaza¢, ze istnieje y € X, ze (Vk € w)(3®°n)(HY N Ik ¢ M)
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

o Hy=U,ex({x} x Fnx). Zauwazmy, ze |J, ., H} = X (mod M) dla
y € X i (H,)x jest nigdziegesty;

e Wprowadzmy numeracje {/, : n € w} tych odcinkéw o koncach
wymiernych, ze [, N X ¢ M dla n € w.

o CEL: Pokaza¢, ze istnieje y € X, ze (Vk € w)(3®°n)(HY N Ik ¢ M)

@ Niech Y ={y € X : (Vk € w)(3®°n)(H! N Iy ¢ M)}. Pokazemy, ze
Y jest komizerny w X.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

o Hy=U,ex({x} x Fnx). Zauwazmy, ze |J, ., H} = X (mod M) dla
y € X i (H,)x jest nigdziegesty;

e Wprowadzmy numeracje {/, : n € w} tych odcinkéw o koncach
wymiernych, ze [, N X ¢ M dla n € w.

o CEL: Pokaza¢, ze istnieje y € X, ze (Vk € w)(3®°n)(HY N Ik ¢ M)

@ Niech Y ={y € X : (Vk € w)(3®°n)(H! N Iy ¢ M)}. Pokazemy, ze
Y jest komizerny w X.

@ Przypus$émy, ze jednak nie, tzn. zbioér
Z=X\Y={yeX:(Fkew) V) HNle M)}

jest drugiej kategorii.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

o Hy=U,ex({x} x Fnx). Zauwazmy, ze |J, ., H} = X (mod M) dla
y € X i (H,)x jest nigdziegesty;

e Wprowadzmy numeracje {/, : n € w} tych odcinkéw o koncach
wymiernych, ze [, N X ¢ M dla n € w.

o CEL: Pokaza¢, ze istnieje y € X, ze (Vk € w)(3®°n)(HY N Ik ¢ M)

@ Niech Y ={y € X : (Vk € w)(3®°n)(H! N Iy ¢ M)}. Pokazemy, ze
Y jest komizerny w X.

@ Przypus$émy, ze jednak nie, tzn. zbioér
Z=X\Y={yeX:(Fkew) V) HNle M)}

jest drugiej kategorii.
o Wtedy istnieja ko, ng, ze zbior

Zigno = {y € X (Vn > ng)(Hy N I, € M)}

jest drugiej kategorii.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H M}

Jest nigdziegesty.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H M}
Jest nigdziegesty.

Przypusémy, ze Z nie jest niegdziegesty. Witedy istnieje przeliczalny zbiér
Q C Z gesty w Z, Int(Q) # 0.
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Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H M}
Jest nigdziegesty.

Q C Z gesty w Z, Int(Q) # 0.

° UyeQX\Hy.e /\/l zatem (), o H” jest Il kategorii i w
szczeg6lnosci niepusty.

Przypusémy, ze Z nie jest niegdziegesty. Witedy istnieje przeliczalny zbiér
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H M}
Jest nigdziegesty.

Q C Z gesty w Z, Int(Q) # 0.

° UyeQX\Hy.e /\/l zatem (), o H” jest Il kategorii i w
szczeg6lnosci niepusty.

Przypusémy, ze Z nie jest niegdziegesty. Witedy istnieje przeliczalny zbiér

o Jesli x € N, cq H to (Vy € Q)(x € H') = (Vy € Q)(y € Hx), czyli
Q C H,, wbrew nigdziegestosci H,. O
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H €M}

Jest nigdziegesty.

Niech H =J Hhp.

n<no

Marcin Michalski Odkopane twierdzenie tuzina



Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H €M}

Jest nigdziegesty.

Niech H = J,<,, Hn-
o Vx € X H, jest nigdziegeste oraz (Vy € X)(X\ U,c,, Hy € M)
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H €M}

Jest nigdziegesty.

Niech H = J,<,, Hn-
o Vx € X H, jest nigdziegeste oraz (Vy € X)(X\ U,c,, Hy € M)

o Poniewaz dla y € Zy, k, zbidr -, (H} N li,) € M, H jest
komizerny w X N [, dla niemizernie wielu y.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Lemat

Niech X C R bedzie zbiorem Il kategorii, a zbior H C R2 taki, ze
(Vx € X)(Hx) jest nigdziegesty. Wtedy zbior

Z={yeX:X\H €M}

Jest nigdziegesty.

Niech H = J,<,, Hn-
o Vx € X H, jest nigdziegeste oraz (Vy € X)(X\ U,c,, Hy € M)

o Poniewaz dla y € Zy, k, zbidr -, (H} N li,) € M, H jest
komizerny w X N [, dla niemizernie wielu y.

e Z drugiej strony z Lematu {y : X N Iy, \HY € M} jest nigdziegesty,

co daje pozadang sprzecznosc.
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Twierdzenie tuzina

Rozktad dla kategorii c.d.

Stad zbior Y = {y € X : (Vk € w)(3®°n)(H! N Iy ¢ M)} jest niepusty, a
to daje mozliwo$¢ uruchomienia indukcji i wygryzania par roztacznych
podzbioréw Il kategorii z X N I, dla wszystkich k € w.
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Dziekuje za uwage! )

-
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