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Zatézmy ze przestrzen topologiczna (X, 7) jest Ty i spetnia drugi
aksjomat przeliczalnosci

oraz 7 jest o-ideatem zawierajacym zbiory jednopunktowe i
spetniajacym warunek Z N7 = {0}.

Woéwczas
@ rodzina 77 :={U\ P: U € T,P € I} jest topologia,
e (X,77) jest spéjna < (X, 7) jest spéjna.
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Zbiory miary zero dla miar Hausdorffa

Zbiér A C R ma miare zero wzgledem miary Hausdorffa rzedu «
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Zbiory miary zero dla miar Hausdorffa

Zbiér A C R ma miare zero wzgledem miary Hausdorffa rzedu «
(0 < a < 1) jesli dla dowolnego & > 0 i dowolnego § > 0 istnieje
ciag przedziatéw otwartych {/,} _p taki, ze
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N, - o-ideat zbioréw miary zero wzgledem miary Hausdorffa rzedu «
Fakt 1. Jesli 0 < 3 < a < 1, to istnieje zbiér A € N, \ Ns.
Co wiecej, istnieje taki zbiér A C R, ze dla dowolnego przedziatu /

Aﬂ/ENa\Ng
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Topologie Hashimoto dla NV,

nat - topologia naturalna na prostej

naty, = {U\ N: U € nat, N e N,}.

Fakt 2. Jesli0 < B <a<1to

naty;, \ naty, # 9.

Co wigcej, topologie naty;, oraz naty;, nie s3 podobne.
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Gtéwne twierdzenie

Oznaczmy N := N3

Twierdzenie

Dla dowolnego « € (0, 1) przestrzenie (R, natyr) i (R, natar,) nie sa
homeomorficzne.

Lemat 1: Jesli0 < B < o< 1 oraz
h: ([O, 1], natNﬁ) — ([0, 1], natps,) jest homeomorfizmem, to jest
tez homeomorfizmem przestrzeni ([0, 1], nat) — ([0, 1], nat).

Lemat 2: Jesli h: ([0, 1], nat) — ([0, 1], nat) jest rosnacym
homeomorfizmem oraz istnieje skonczona dodatnia pochodna
funkcji h w jakims punkcie xp € (0, 1), to istnieje taki zbior
B € naty,, ze h(B) ¢ naty,.
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(R, naty) i (R, naty, ) nie s3 homeomorficzne.

Lemat 3. (Natanson) Jesli f jest Scisle rosnaca funkcja okreslona
na przedziale [a, b] oraz w kazdym punkcie zbioru E C [a, b]
przynajmniej jedna liczba pochodna funkgji f jest < p, to

X(F(E)) < p- X*(E).
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Lemat 3. (Natanson) Jesli f jest Scisle rosnaca funkcja okreslona
na przedziale [a, b] oraz w kazdym punkcie zbioru E C [a, b]
przynajmniej jedna liczba pochodna funkgji f jest < p, to

X(F(E)) < p- X*(E).

Whiosek: Jesli f:[0,1] — [0, 1] jest funkcja Scisle rosnaca, to
zbior f ({x € [0,1] : ' (x) = 0}) ma miare zero.
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Dowdd Twierdzenia

Przypusémy wbrew tezie, ze istnieje homeomorfizm
h: (R, naty) — (R, natpr,).

Poniewaz o ideaty N i N/, s3 niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecia i
mnozenie przez state dodatnie mozemy zatozy¢, ze h jest
homeomorfizmem z ([0, 1], natar) na ([0, 1], natpr, ).

Wobec Lematu 1

h jest takze homeomorfizmem ([0, 1], nat) — ([0, 1], nat). Zatem h jest
odwracalna oraz h i h™! s3 ciagte. Stad h jest scisle monotoniczna (dla
ustalenia uwagi - przyjmujemy, ze jest rosnaca), ma wiec prawie wszedzie
skonczona pochodnga.
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(R, naty) i (R, naty, ) nie s3 homeomorficzne.

c.d. dowodu Twierdzenia

Z Lematu 2 wynika, ze w zadnym punkcie pochodna A’ nie moze by¢
dodatnia. Zatem zbiér

E:={x€][0,1]: K (x) =0}

ma miare 1.

Wobec Lematu 3: A(h(E)) =0.

Zbiér A :=[0,1] \ E jest domkniety w (R, natyr). Co wiecej, kazdy
podzbiér zbioru A jest nata-domkniety. Zbiér h(A) ma miare 1, istnieje
wiec niemierzalny podzbiér C zbioru h(A). Zbiory natar -otwarte i zbiory
naty;-domknigte s3 zbiorami mierzalnymi, wiec C nie jest naty., -
domkniety. Ale h=1(C) C A, wiec C powinien byé naty, -domkniety

- sprzecznosc.
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Miary generowane przez rzuty niesymetryczna moneta

Ustalmy liczbe p € (0,1) i rozwazmy na przedziale [0, 1] miare
probabilistyczng 1, generowang przez rzut moneta, dla ktérej
prawdopodobieristwo "wypadniecia" orta wynosi p.

Innymi stowy:

Niech Xi, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie takim, ze P {X, = 0} = p oraz
P{X,=1}=1—p.
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Miary generowane przez rzuty niesymetryczna moneta

Ustalmy liczbe p € (0,1) i rozwazmy na przedziale [0, 1] miare
probabilistyczng 1, generowang przez rzut moneta, dla ktérej
prawdopodobieristwo "wypadniecia" orta wynosi p.

Innymi stowy:

Niech Xi, X, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o
jednakowym rozktadzie takim, ze P {X, = 0} = p oraz
P{X,=1}=1—p.

[e.°]

Rozwazmy X = > X, /2" oraz dystrybuante F(x) = P {X < x}
n=1

zmiennej losowej X.

Funkcja F jest ciagta w kazdym punkcie, scisle rosnaca na [0, 1]
oraz osobliwa. (Billingsley)
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0.5
Wykres funkcji F(x) dla po = 0,3, p; = 0,7. Zgodnie ze wzorem rekurencyjnym (31.17) czg$¢ wykresu na
przedziale [0, 0,5] oraz cz¢$¢ wykresu na przedziale [0,5, 1] sa, jesli nie bra¢ pod uwage zmian w skali,
identyczne z calym wykresem. Dlatego tez kazdy odcinek krzywej zawiera zmniejszone wedlug skali
kopie calosci, wynikajaca stad duza nieregularnos$¢ funkgji jest niezbyt dobrze widoczna, gdyz mamy do
czynienia z dokladnoscia nie wigksza niz grubo$é narysowanej linii.
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Oznaczmy

nat, := {U\ P: U € nat, u, (P)=0}.

Twierdzenie

Dla dowolnego p € (0,1) przestrzenie ([0, 1], natyr) i ([0, 1], nat,)
sa homeomorficzne.
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0.5
Wykres funkcji F(x) dla po = 0,3, p; = 0,7. Zgodnie ze wzorem rekurencyjnym (31.17) czgs¢ wykresu na
przedziale [0, 0,5] oraz czgs¢ wykresu na przedziale [0,5, 1] sa, jesli nie braé pod uwage zmian w skali,
identyczne z calym wykresem. Dlatego tez kazdy odcinek krzywej zawiera zmniejszone wedtug skali
kopie catosci, wynikajaca stad duza nieregularno$¢ funkgji jest niezbyt dobrze widoczna, gdyz mamy do
czynienia z dokladnoscia nie wigksza niz grubo$¢ narysowanej linii.
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