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Niech Ae LixeR

d(A, x) := liminf MAN (x — hx + h)),
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h—0+ 2h

0 < d(A x) <d(Ax) <

Jesli d(A, x) = d(A, x), to wspélna wartos¢ oznaczamy przez
d(A, x).
Jesli d(A, x) =1, to méwimy, ze x jest punktem gestosci zbioru A.

Jesli d(A, x) =0, to méwimy, ze x jest punktem rozrzedzenia
zbioru A.
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Twierdzenie Lebesgue’a

Twierdzenie

Prawie wszystkie punkty dowolnego mierzalnego podzbioru prostej
s3 jego punktami gestosci lub rozrzedzenia.
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rodzing przedziatéw zawierajacych x, o tej wtasnosci, ze kres dolny ich dtugosci
jest réwny 0.

Jezeli F jest funkcja przedziatu, to zapis limjepx, i1=x F(I) = g oznacza, ze

Veso Jsso0 Viens (M) <6 = | F(l)—gl<e).

Gérne i dolne granice wzgledem danej bazy definiuje sie analogicznie.
Dla bazy B niech
AMANT)

A= R N

_ . AANT)
dg(A,x) = limsup ————=.
s(Ax) = Tmsee =30

Jesli ds(A, x) = dg(A, x), to wspéina wartos¢ oznaczamy ds(A, x).

Zatem d(A, x) i d(A, x) oznaczaja, odpowiednio, dp, (A x) i ds, (A, x), gdzie
Bo jest zwykta baza rézniczkowania ztozong z przedziatow | = (x — h, x + h),
h>0, xeR.
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Onp =sup{d > 0: Hp(d)},
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6 e€l0,1/2)
Hp(6) : Vacrs 3er 0 < ds(Ax) < ds(A x) < 1-6,

Punkty x o powyzszej wiasnosci nazywamy punktami § — B-wyjatkowymi dla A.

Cel: znalezienie
Onp =sup{d > 0: Hp(d)},

zwtaszcza dla baz réwnowaznych zwyktej bazie B,.
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6 e€l0,1/2)
Hp(6) : Vacrs 3er 0 < ds(Ax) < ds(A x) < 1-6,
Punkty x o powyzszej wiasnosci nazywamy punktami § — B-wyjatkowymi dla A.

Cel: znalezienie
Onp =sup{d > 0: Hp(d)},

zwtaszcza dla baz réwnowaznych zwyktej bazie B,.

Bi=B: & (dg(Ax)=1 & dg,(A,x)=1dla dowolnego A€ Li x € R).



O poszukiwaniu statej charakteryzujacej punkty wyjatkowe wzgledem réznych baz rézniczkowania.

6 e€l0,1/2)
Hp(6) : Vacrs 3er 0 < ds(Ax) < ds(A x) < 1-6,
Punkty x o powyzszej wiasnosci nazywamy punktami § — B-wyjatkowymi dla A.

Cel: znalezienie
Onp =sup{d > 0: Hp(d)},
zwtaszcza dla baz réwnowaznych zwyktej bazie B,.

Bi=B: & (dg(Ax)=1 & dg,(A,x)=1dla dowolnego A€ Li x € R).

Oczywiscie 67,5, = 0n.
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tatwo mozna sprawdzié, ze dla bazy rézniczkowania B ztozonej z
rodzin
B*:={(x—h,x+k):h>0k>0},

dla x € R,
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tatwo mozna sprawdzié, ze dla bazy rézniczkowania B ztozonej z
rodzin
B*:={(x—h,x+k):h>0k>0},

dla x € R, zachodzi réwnowazno$é B ~ B,,
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tatwo mozna sprawdzié, ze dla bazy rézniczkowania B ztozonej z
rodzin
B*:={(x—h,x+k):h>0k>0},

dla x € R, zachodzi réwnowaznosé¢ B ~ B, ale 57{3 =0.



O poszukiwaniu statej charakteryzujacej punkty wyjatkowe wzgledem réznych baz rézniczkowania.

tatwo mozna sprawdzi¢, ze dla bazy rézniczkowania B ztozonej z

rodzin
B :={(x—h,x+ k) :h>0,k >0},

dla x € R, zachodzi réwnowaznosé¢ B ~ B, ale 57{3 =0.

To pokazuje, ze 0, nie jest cechy gestosci, ale rozwazanej bazy
r6zniczkowania.
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Dla uproszczenia piszemy d7, zamiast §H5r'
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Bazy asymetryczne

Dlar>0  By:={{(x—h,x+rh): h>0}:xeR}

Br =~ B,

Dla uproszczenia piszemy d7, zamiast §H5r'

Dla dowolnego r > 1 : s < O, < —
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Bazy asymetryczne

Dlar>0  By:={{(x—h,x+rh): h>0}:xeR}

Br =~ B,

Dla uproszczenia piszemy d7, zamiast §H5r'

Dla dowolnego r > 1 : s < O, < —

(1) Dla r =1, By = Bo,. W tym przypadku dostajemy znang juz nieréwnos¢:

)
<o <3
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Bazy asymetryczne

Dlar>0  By:={{(x—h,x+rh): h>0}:xeR}

Br =~ B,

Dla uproszczenia piszemy d7, zamiast §H5r'

Dla dowolnego r > 1 : = <on, <

(1) Dla r =1, By = Bo,. W tym przypadku dostajemy znang juz nieréwnos¢:
$<o<:

(2) Poniewaz lim,_, 1 6%, = 0, mozemy otrzyma¢ nieskonczong ilo$¢ wartosci
03,. Zatem hipoteza, ze d3,, # On,, dla 1 # ra, a nawet, ze funkcja r — 0y,
jest ciagfa i malejaca, wydaje sie uprawniona.
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Bazy asymetryczne

Dlar>0  By:={{(x—h,x+rh): h>0}:xeR}

Br =~ B,

Dla uproszczenia piszemy d7, zamiast §H5r'

Dla dowolnego r > 1 : rr S0, < -

(1) Dla r =1, By = Bo,. W tym przypadku dostajemy znang juz nieréwnos¢:
$<o<:

(2) Poniewaz lim,_, 1 6%, = 0, mozemy otrzyma¢ nieskonczong ilo$¢ wartosci
03,. Zatem hipoteza, ze d3,, # On,, dla 1 # ra, a nawet, ze funkcja r — 0y,
jest ciagfa i malejaca, wydaje sie uprawniona.

(3) Rozwazajac baze rézniczkowania B, := {{(x — rh,x +r) : h >0} : x € R}

otrzymujemy &3 = 674,
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Bazy asymetryczne

(4) Dla bazy rézniczkowania
B! = {{(x—rh,x+h):h>0}U{(x—h,x+rh): h>0}:x €R},

gdzie r > 1,
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Bazy asymetryczne

(4) Dla bazy rézniczkowania
B! = {{(x—rh,x+h):h>0}U{(x—h,x+rh): h>0}:x €R},
gdzie r > 1, mamy

1 1
— by < ——.
2(r+1) 77" S 41



O poszukiwaniu statej charakteryzujacej punkty wyjatkowe wzgledem réznych baz rézniczkowania.

Bazy asymetryczne

(4) Dla bazy rézniczkowania
B! = {{(x—rh,x+h):h>0}U{(x—h,x+rh): h>0}:x €R},

gdzie r > 1, mamy
1 1

— by < ——.
2(r+1) 77" S 41

(5) Bazy B,, B, i B, moga by¢ réwniez rozwazane dla 0 < r < 1. Zastepujac r
przez % otrzymujemy
r r r r

— <6y, =6y < —— and —— < Iy < ——.
(r+1)2 e He S 41 n 2(r+1) He r+1

Ostatnie wzory pozostaja prawdziwe dla r = 0.
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oznaczamy przez (s).
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Bazy symetryczne
M.Filipczak, J.Hejduk, On topologies associated with the Lebesgue Measure,

M.Filipczak, T.Filipczak, J.Hejduk, On the Comparison of the Density Type Topologies,

Niech S oznacza rodzine wszystkich niemalejacych, zbieznych do

zera ciagéw liczb rzeczywistych dodatnich. Ciag{sn}, .y € S
oznaczamy przez (s).

So = {<s> € S : liminf 5L — o}

n—oo g,

St ::S\So:{<s>€«5:|iminfsn+1 >0}.

n—oo s,
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Bazy symetryczne
M.Filipczak, J.Hejduk, On topologies associated with the Lebesgue Measure,

M.Filipczak, T.Filipczak, J.Hejduk, On the Comparison of the Density Type Topologies,

Niech S oznacza rodzine wszystkich niemalejacych, zbieznych do

zera ciagéw liczb rzeczywistych dodatnich. Ciag{sn}, .y € S
oznaczamy przez (s).

So = {<s> € S : liminf 5L — o}

n—oo g,

St ::S\So:{<s>68:|innlioréfw>0}.

Sn

Bsy := {{(x = sn,x +sn) : n € N} : x € R}



O poszukiwaniu statej charakteryzujacej punkty wyjatkowe wzgledem réznych baz rézniczkowania.

Bazy symetryczne
M.Filipczak, J.Hejduk, On topologies associated with the Lebesgue Measure,

M.Filipczak, T.Filipczak, J.Hejduk, On the Comparison of the Density Type Topologies,

Niech S oznacza rodzine wszystkich niemalejacych, zbieznych do

zera ciagéw liczb rzeczywistych dodatnich. Ciag{sn}, .y € S
oznaczamy przez (s).

So = {<s> € S : liminf 5L — o}

n—oo g,

St ::S\So:{<s>68:|innlioréfw>0}.

Sn

Bsy := {{(x = sn,x +sn) : n € N} : x € R}

Bsy ~ B, wtedy i tylko wtedy, gdy (s) € S
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Kombinatoryczne przeformutowanie problemu dla B,

K(9) : dla dowolnej konfiguracji C, istnieje wierzchotek v € v(C) taki, ze

< AMCN(v—w,v+w)) <

1 <1-¢ forallw>0.
2w
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Kombinatoryczne przeformutowanie problemu dla B,

K(9) : dla dowolnej konfiguracji C, istnieje wierzchotek v € v(C) taki, ze
A(C -
s MENWV—wvHw) 1 s o allw > 0.
2w
Stwierdzenie réwnowazne:
K*(6) : istnieje ¢ > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0, )

istnieje wierzcholek v € v(C), dla ktérego
AMCN(v—w,v+w))
2w

6 < <1—-06 przy dowolnym w > 0.
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Kombinatoryczne przeformutowanie problemu dla B,

K(9) : dla dowolnej konfiguracji C, istnieje wierzchotek v € v(C) taki, ze
A(C -
s MENWV—wvHw) 1 s o allw > 0.
2w
Stwierdzenie réwnowazne:
K*(6) : istnieje ¢ > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0, )

istnieje wierzcholek v € v(C), dla ktérego

AMCN(v—w,v+w))
2w

Dla ustalonego ciggu (s) € S i danej é € [0,1/2] :

6 < <1—-06 przy dowolnym w > 0.

Kisy(9) : istnieje € > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0,¢)
istnieje wierzcholek v € v(C),dla ktorego
AMCN(v—snV+sa))

6 <
= 25,

<1—-06 przy dowolnym n € N.
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Kombinatoryczne przeformutowanie problemu dla B,

K(9) : dla dowolnej konfiguracji C, istnieje wierzchotek v € v(C) taki, ze
A(C -
s MENWV—wvHw) 1 s o allw > 0.
2w
Stwierdzenie réwnowazne:
K*(6) : istnieje ¢ > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0, )

istnieje wierzcholek v € v(C), dla ktérego

AMCN(v—w,v+w))
2w

Dla ustalonego ciggu (s) € S i danej é € [0,1/2] :

6 < <1—-06 przy dowolnym w > 0.
Kisy(9) : istnieje € > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0,¢)
istnieje wierzcholek v € v(C),dla ktorego

AMCN(v—snV+sa))
2sp

6’C<,> = sup{6 >0: ’C(s> (6)}

6 < <1—-06 przy dowolnym n € N.
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Kombinatoryczne przeformutowanie problemu dla B,

K(9) : dla dowolnej konfiguracji C, istnieje wierzchotek v € v(C) taki, ze
A(C -
s MENWV—wvHw) 1 s o allw > 0.
2w
Stwierdzenie réwnowazne:
K*(6) : istnieje ¢ > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0, )

istnieje wierzcholek v € v(C), dla ktérego

AMCN(v—w,v+w))
2w

Dla ustalonego ciggu (s) € S i danej é € [0,1/2] :

S

<1—-06 przy dowolnym w > 0.

Kisy(9) : istnieje € > 0 taki, ze dla dowolnej konfiguracji C C (—o0,¢)
istnieje wierzcholek v € v(C),dla ktorego
AMCN(v—snV+sa))
2sp

6’C<,> = sup{6 >0: ’C(s> (6)}

6 < <1—-06 przy dowolnym n € N.

Oczywiscie
IC((S) = ’C<S>(5), S0 6)C<,> > 0.
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Twierdzenie

Dla dowolnego (s) € S mamy

6’C<s> = 5H<s> :
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Kombinatoryczne przeformutowanie problemu dla B,

Twierdzenie

Dla dowolnego (s) € S mamy

6’C<s> = 5H<s> :

Dla uproszczenia - tg wspdlna wartos¢ oznaczamy ).
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6(5) EX2

Snt1 __
= 1, mamy
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Dla dowolnego ciggu (s) € S takiego, ze liminf,_ o =1, mamy

5(5) = 0.

Sn+t1
Sn

Mozna tatwo zauwazy¢, ze jesli (s), (t) € Si

. . . . t,
liminf, oo 222 =liminf, o =2 =1,
n
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Dla dowolnego ciggu (s) € S takiego, ze liminf,_.oc *22* =1, mamy
6(5) EX2

Mozna tatwo zauwazy¢, ze jesli (s), (t) € Si

=it — liminf, oo t"t:‘ =1, to gestosci definiowane przez (s) i (t)

liminf,— oo
s identyczne
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Dla dowolnego ciggu (s) € S takiego, ze liminf,_.oc *22* =1, mamy
6(5) EX2

Mozna tatwo zauwazy¢, ze jesli (s), (t) € Si
liminfo—oo 2L = liminf,— oo t"t“ =1, to gestosci definiowane przez (s) i (t)

s identyczne"i w konsekwencji 05y = dz).
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Dla dowolnego ciggu (s) € S takiego, ze liminf,_ o =1, mamy

5(5) = 0.

Sn+1
Sn

Mozna tatwo zauwazy¢, ze jesli (s), (t) € Si
liminf,— o s';:‘ =liminf,— o t"t:‘ =1, to gestosci definiowane przez (s) i (t)
sg identyczne i w konsekwencji d¢sy = (4.

Jednakze mozna znalez¢ ciagi (s), (t) € S, takie, ze dg ,, (A,0) # ds,, (A,0)
dla pewnego zbioru A € L,



O poszukiwaniu statej charakteryzujacej punkty wyjatkowe wzgledem réznych baz rézniczkowania.

Dla dowolnego ciggu (s) € S takiego, ze liminf,_.oc *22* =1, mamy
6(5) EX2

Mozna tatwo zauwazy¢, ze jesli (s), (t) € Si
liminf,_ oo s":‘ = liminf,— o t"t:‘ =1, to gestosci definiowane przez (s) i (t)
sg identyczne i w konsekwencji d¢sy = (4.

Jednakze mozna znalez¢ ciagi (s), (t) € S, takie, ze dg ,, (A,0) # ds,, (A,0)
dla pewnego zbioru A € L, a §(s) = d(sy-
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Niech § € (0,1/2), A€ L*, p € R i niech (s), (t) € S spetniaja
warunek lim,_ oo ;—: = 1. Wtedy p jest 6-B;) wyjatkowym
punktem zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy p jest 6-Bs
wyjatkowym punktem A.
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Fakt

Niech § € (0,1/2), A€ L*, p € R i niech (s), (t) € S spetniaja
warunek lim,_ oo ;—: = 1. Wtedy p jest 6-B;) wyjatkowym
punktem zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy p jest 6-Bs
wyjatkowym punktem A.

Whiosek

Jesli limy_ o0 2 =1, to
n
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Fakt

Niech § € (0,1/2), A€ L*, p € R i niech (s), (t) € S spetniaja
warunek lim,_ oo ;—: = 1. Wtedy p jest 6-B;) wyjatkowym
punktem zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy p jest 6-Bs
wyjatkowym punktem A.

Whiosek

Jesli limy_ o0 2 =1, to
n

Jesli (s) e Sia>0, to
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Dla dowolnego (s) € S

17 -3
35 < \/>4 ~ 0,28078
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T. Filipczak

Dla dowolnego (s) € S

17 -3
35 < \/>4 ~ 0,28078

< 33 — /577

(5(5> S 32 ~ 0, 2806
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Czy §(5y moze by¢ wigksza niz 3,7

Jesdli nie,
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Czy §(5y moze by¢ wigksza niz 3,7

Jesdli nie,

stata dy; bytaby charakterystyczna dla baz symetrycznych, ale nie
dla gestosci.

Jedli tak,
to dla jakich ciagéw otrzymujemy 3, = o
i jak duza moze by¢ 3,7



O poszukiwaniu statej charakteryzujacej punkty wyjatkowe wzgledem réznych baz rézniczkowania.
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