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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Niech A ∈ L i x ∈ R

d(A, x) := lim inf
h→0+

λ(A ∩ (x − h, x + h))

2h
,

d(A, x) := lim sup
h→0+

λ(A ∩ (x − h, x + h))

2h
.

0 ¬ d(A, x) ¬ d(A, x) ¬ 1

Je±li d(A, x) = d(A, x), to wspóln¡ warto±¢ oznaczamy przez

d(A, x).

Je±li d(A, x) = 1, to mówimy, »e x jest punktem g¦sto±ci zbioru A.

Je±li d(A, x) = 0, to mówimy, »e x jest punktem rozrzedzenia

zbioru A.
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Twierdzenie Lebesgue'a

Twierdzenie

Prawie wszystkie punkty dowolnego mierzalnego podzbioru prostej

s¡ jego punktami g¦sto±ci lub rozrzedzenia.



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

L∗ := {A ∈ L : λ(A) > 0 ∧ λ(R \ A) > 0}

Kolyada:

Twierdzenie

Dowolny zbiór A ∈ L∗ ma punkt wyj¡tkowy.

Td := {A ∈ L : ∀x∈A d(A, x) = 1}

Gdyby istniaª zbiór A ∈ L∗ taki,»e

∀
x∈R (d(A, x) = 1 ∨ d(A, x) = 0) ,

to zbiory Z := {x ∈ R : d(A, x) = 1}
i R \ Z = {x ∈ R : d(A, x) = 0}
przeczyªyby spójno±ci R w Td .
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

δ ∈ [0, 1/2)

H(δ) : ∀
A∈L∗ ∃x∈R δ ¬ d(A, x) ¬ d(A, x) ¬ 1−δ.

Mówimy, »e x ∈ R jest δ-wyj¡tkowy, je±li

δ ¬ d(A, x) ¬ d(A, x) ¬ 1− δ.

Je±li δ1 > δ2, to H(δ1)⇒ H(δ2).

δH := sup{δ ∈ [0, 1/2) : HB(δ)}

δH =?
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H(δ) : ∀
A∈L∗ ∃x∈R δ ¬ d(A, x) ¬ d(A, x) ¬ 1−δ,

Kolyada 1983

1/4 ¬ δH ¬ (
√
17− 3)/4 ∼ 0.2807764



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

H(δ) : ∀
A∈L∗ ∃x∈R δ ¬ d(A, x) ¬ d(A, x) ¬ 1−δ,

Kolyada 1983

1/4 ¬ δH ¬ (
√
17− 3)/4 ∼ 0.2807764



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

H(δ) : ∀
A∈L∗ ∃x∈R δ ¬ d(A, x) ¬ d(A, x) ¬ 1−δ,

Kolyada 1983

1/4 ¬ δH ¬ (
√
17− 3)/4 ∼ 0.2807764



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Kombinatoryczne przeformuªowanie problemu

Kon�guracj¡ nazywamy sum¦ przedziaªów

C := (−∞, 0) ∪
r⋃

i=1

(ai , bi ),

gdzie 0 < a1 < b1 < ... < ar < br , a ko«ce przedziaªów, ª¡cznie z 0, nazywamy
wierzchoªkami kon�guracji C .
Zbiór wszystkich wierzchoªków kon�guracji C oznaczamy przez v(C).

Niech δ ∈ [0, 1/2),

K(δ) : dla dowolnej kon�guracji C , istnieje wierzchoªek v ∈ v(C)taki, »e

δ ¬ λ(C ∩ (v − ω, v + ω))

2ω
¬ 1− δ dla dowolnego ω > 0.

δK := sup{δ > 0 : K(δ)}.

Twierdzenie

δH = δK.
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Kolyada 1983: 1/4 ¬ δH ¬ (
√
17− 3)/4 ∼ 0.2807764

Szenes 2011:

Twierdzenie

Je±li 4δ3 + 2δ2 + 3δ < 1, to K(δ) jest prawdziwe.

δK ­ 0.2629...

Twierdzenie

Je±li (2δ)3 + (2δ)2 + 2δ > 1, to K(δ) jest faªszywe.

δK ¬ 0.27184...

Hipoteza Szenesa:
Uniwersalna staªa δK jest jedynym pierwiastkiem rzeczywistym równania:

(2δ)3 + (2δ)2 + 2δ = 1.

Csorney, Grahl, O'Neil 2012:

Twierdzenie

Je±li 2δ3 + 2δ2 + 3δ > 1, to K(δ) jest faªszywe.

δK ¬ 0.27106...
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M.Filipczak, T.Filipczak, G.H., W.Wilczy«ski

Remarks on exceptional points and di�erentiation bases Acta Math. Hungar.

Baz¡ ró»niczkowania B nazywamy rodzin¦ B := {Bx : x ∈ R}, gdzie Bx jest
rodzin¡ przedziaªów zawieraj¡cych x , o tej wªasno±ci, »e kres dolny ich dªugo±ci
jest równy 0.
Je»eli F jest funkcj¡ przedziaªu, to zapis limI∈Bx , I⇒x F (I ) = g oznacza, »e

∀ε>0 ∃δ>0 ∀I∈Bx (λ(I ) < δ ⇒ | F (I )− g |< ε).

Górne i dolne granice wzgl¦dem danej bazy de�niuje si¦ analogicznie.
Dla bazy B niech

dB(A, x) := lim inf
I∈Bx , I⇒x

λ(A ∩ I )

λ(I )

i

dB(A, x) := lim sup
I∈Bx , I⇒x

λ(A ∩ I )

λ(I )
.

Je±li dB(A, x) = dB(A, x), to wspóln¡ warto±¢ oznaczamy dB(A, x).

Zatem d(A, x) i d(A, x) oznaczaj¡, odpowiednio, dBo (A, x) i dBo (A, x), gdzie

Bo jest zwykª¡ baz¡ ró»niczkowania zªo»on¡ z przedziaªów I = (x − h, x + h),

h > 0, x ∈ R.
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δ ∈ [0, 1/2)

HB(δ) : ∀
A∈L∗ ∃x∈R δ ¬ dB(A, x) ¬ dB(A, x) ¬ 1−δ,

Punkty x o powy»szej wªasno±ci nazywamy punktami δ−B-wyj¡tkowymi dla A.

Cel: znalezienie
δHB := sup{δ ­ 0 : HB(δ)},

zwªaszcza dla baz równowa»nych zwykªej bazie Bo .

B1 ≈ B2 ⇔ (dB1(A, x) = 1 ⇔ dB2(A, x) = 1 dla dowolnego A ∈ L i x ∈ R) .

Oczywi±cie δHBo = δH.
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Cel: znalezienie
δHB := sup{δ ­ 0 : HB(δ)},

zwªaszcza dla baz równowa»nych zwykªej bazie Bo .

B1 ≈ B2 ⇔ (dB1(A, x) = 1 ⇔ dB2(A, x) = 1 dla dowolnego A ∈ L i x ∈ R) .

Oczywi±cie δHBo = δH.
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

�atwo mozna sprawdzi¢, »e dla bazy ró»niczkowania B̂ zªo»onej z

rodzin

B̂x := {(x − h, x + k) : h > 0, k > 0},

dla x ∈ R, zachodzi równowa»no±¢ B̂ ≈ Bo , ale δHB̂ = 0.

To pokazuje, »e δHB nie jest cech¡ g¦sto±ci, ale rozwa»anej bazy

ró»niczkowania.



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

�atwo mozna sprawdzi¢, »e dla bazy ró»niczkowania B̂ zªo»onej z

rodzin

B̂x := {(x − h, x + k) : h > 0, k > 0},

dla x ∈ R, zachodzi równowa»no±¢ B̂ ≈ Bo , ale δHB̂ = 0.

To pokazuje, »e δHB nie jest cech¡ g¦sto±ci, ale rozwa»anej bazy

ró»niczkowania.



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

�atwo mozna sprawdzi¢, »e dla bazy ró»niczkowania B̂ zªo»onej z

rodzin

B̂x := {(x − h, x + k) : h > 0, k > 0},

dla x ∈ R, zachodzi równowa»no±¢ B̂ ≈ Bo , ale δHB̂ = 0.

To pokazuje, »e δHB nie jest cech¡ g¦sto±ci, ale rozwa»anej bazy

ró»niczkowania.



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

�atwo mozna sprawdzi¢, »e dla bazy ró»niczkowania B̂ zªo»onej z

rodzin

B̂x := {(x − h, x + k) : h > 0, k > 0},

dla x ∈ R, zachodzi równowa»no±¢ B̂ ≈ Bo , ale δHB̂ = 0.

To pokazuje, »e δHB nie jest cech¡ g¦sto±ci, ale rozwa»anej bazy

ró»niczkowania.



O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Bazy asymetryczne

Dla r > 0 Br := {{(x − h, x + rh) : h > 0} : x ∈ R}.

Br ≈ Bo

Dla uproszczenia piszemy δHr
zamiast δHBr .

Fakt

Dla dowolnego r ­ 1 : r

(r+1)2
¬ δHr

¬ 1
r+1

.

(1) Dla r = 1, B1 = Bo . W tym przypadku dostajemy znan¡ ju» nierówno±¢:
1
4
¬ δH ¬ 1

2

(2) Poniewa» limr→+∞ δHr
= 0, mo»emy otrzyma¢ niesko«czon¡ ilo±¢ warto±ci

δHr
. Zatem hipoteza, »e δHr1

6= δHr2
dla r1 6= r2, a nawet, »e funkcja r → δHr

jest ci¡gªa i malej¡ca, wydaje si¦ uprawniona.

(3) Rozwa»aj¡c baz¦ ró»niczkowania B′r := {{(x − rh, x + r) : h > 0} : x ∈ R}
otrzymujemy δH′

r
= δHr

.
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Bazy asymetryczne

(4) Dla bazy ró»niczkowania

B′′r := {{(x − rh, x + h) : h > 0} ∪ {(x − h, x + rh) : h > 0} : x ∈ R} ,

gdzie r ­ 1, mamy
1

2 (r + 1)
¬ δH′′

r
¬ 1

r + 1
.

(5) Bazy Br , B′r i B′′r mog¡ by¢ równie» rozwa»ane dla 0 < r < 1. Zastepuj¡c r

przez 1
r
, otrzymujemy

r

(r + 1)2
¬ δHr

= δH′
r
¬ r

r + 1
and

r

2 (r + 1)
¬ δH′′

r
¬ r

r + 1
.

Ostatnie wzory pozostaj¡ prawdziwe dla r = 0.
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Bazy symetryczne
M.Filipczak, J.Hejduk, On topologies associated with the Lebesgue Measure,

M.Filipczak, T.Filipczak, J.Hejduk, On the Comparison of the Density Type Topologies,

Niech S oznacza rodzin¦ wszystkich niemalej¡cych, zbie»nych do

zera ci¡gów liczb rzeczywistych dodatnich. Ci¡g{sn}n∈N ∈ S
oznaczamy przez 〈s〉.

S0 :=
{
〈s〉 ∈ S : lim inf

n→∞
sn+1

sn
= 0

}

S+ := S \ S0 =
{
〈s〉 ∈ S : lim inf

n→∞
sn+1

sn
> 0

}
.

B〈s〉 := {{(x − sn, x + sn) : n ∈ N} : x ∈ R}

B〈s〉 ≈ Bo wtedy i tylko wtedy, gdy 〈s〉 ∈ S+.
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O poszukiwaniu staªej charakteryzuj¡cej punkty wyj¡tkowe wzgl¦dem ró»nych baz ró»niczkowania.

Kombinatoryczne przeformuªowanie problemu dla B〈s〉

K(δ) : dla dowolnej kon�guracji C , istnieje wierzchoªek v ∈ v(C) taki, »e

δ ¬
λ(C ∩ (v − ω, v + ω))

2ω
¬ 1− δ for all ω > 0.

Stwierdzenie równowa»ne:

K∗(δ) : istnieje ε > 0 taki, »e dla dowolnej kon�guracji C ⊂ (−∞, ε)

istnieje wierzchoªek v ∈ v(C), dla którego

δ ¬
λ(C ∩ (v − ω, v + ω))

2ω
¬ 1− δ przy dowolnym ω > 0.

Dla ustalonego ci¡gu 〈s〉 ∈ S i danej δ ∈ [0, 1/2] :

K〈s〉(δ) : istnieje ε > 0 taki, »e dla dowolnej kon�guracji C ⊂ (−∞, ε)

istnieje wierzchoªek v ∈ v(C),dla którego

δ ¬
λ(C ∩ (v − sn, v + sn))

2sn
¬ 1− δ przy dowolnym n ∈ N.

δK〈s〉 := sup{δ > 0 : K〈s〉(δ)}

Oczywi±cie
K(δ)⇒ K〈s〉(δ), so δK〈s〉 ­ δK.
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Fakt

Dla dowolnego ci¡gu 〈s〉 ∈ S takiego, »e lim infn→∞
sn+1

sn
= 1, mamy

δ〈s〉 = δH.

Mo»na ªatwo zauwa»y¢, »e je±li 〈s〉, 〈t〉 ∈ S i
lim infn→∞

sn+1

sn
= lim infn→∞

tn+1

tn
= 1, to g¦sto±ci de�niowane przez 〈s〉 i 〈t〉

s¡ identyczne i w konsekwencji δ〈s〉 = δ〈t〉.

Jednak»e mo»na znale¹¢ ci¡gi 〈s〉, 〈t〉 ∈ S+ takie, »e dB〈s〉(A, 0) 6= dB〈t〉(A, 0)

dla pewnego zbioru A ∈ L, a δ〈s〉 = δ〈t〉.
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Fakt

Niech δ ∈ (0, 1/2), A ∈ L∗, p ∈ R i niech 〈s〉, 〈t〉 ∈ S speªniaj¡

warunek limn→+∞
sn
tn

= 1. Wtedy p jest δ-B〈t〉 wyj¡tkowym
punktem zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy p jest δ-B〈s〉
wyj¡tkowym punktem A.

Wniosek

Je±li limn→+∞
sn
tn

= 1, to

δ〈t〉 = δ〈s〉.

Fakt

Je±li 〈s〉 ∈ S i α > 0, to

δ〈s〉 = δ〈αs〉.
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Dla dowolnego 〈s〉 ∈ S

δ〈s〉 ¬
√
17− 3

4
≈ 0, 28078

δ〈s〉 ¬
33−

√
577

32
≈ 0, 2806
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?

Czy δ〈s〉 mo»e by¢ wi¦ksza ni» δH?

Je±li nie,

staªa δH byªaby charakterystyczna dla baz symetrycznych, ale nie

dla g¦sto±ci.

Je±li tak,

to dla jakich ciagów otrzymujemy δH〈s〉 = δH
i jak du»a mo»e by¢ δH〈s〉?
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